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Unidad 1. Estadística descriptiva.
1.1 Conceptos básicos de estadística.

1.1.1 Definición de estadística.

Definición de estadística.

El término estadística tiene su raíz en la palabra Estado. Surge cuando se hace necesario para sus intereses cuantificar conceptos. En la mayoría de los casos esta cuantificación se hará en función de unos fines económicos o militares. El estado quiere conocer censo de personas, de infraestructura, de recursos en general, para poder obtener conclusiones de esta información.

Actualmente la estadística es una ciencia. No es ya una cuestión reservada al estado. Podríamos decir que se encuentra en la totalidad del resto de ciencias. La razón es clara: por una parte la estadística proporciona técnicas precisas para obtener información, (recogida y descripción de datos) y por otra parte proporciona métodos para el análisis de esta información .

De ahí el nombre de ESTADÍSTICA DESCRIPTIVA, ya que el objetivo será, a partir de una muestra de datos (recogida según una técnica concreta), la descripción de las características más importantes, entendiendo como características, aquellas cantidades que nos proporcionen información sobre el tema de interés del cual hacemos el estudio.

Si bien no hay una definición de estadística exacta, se puede decir  que   la "estadística es el estudio de los métodos y procedimientos para recoger, clasificar, resumir y analizar datos y para hacer inferencias científicas partiendo de tales datos".
Esta definición cubre gran parte de la actividad del científico. Es importante observar que el objeto del que realiza el análisis estadístico son los datos y las observaciones científicas por sí mismos, mas que el material químico que interviene en el estudio.
Por lo tanto no es posible trazar límites rígidos entre la química, la estadística y la matemática.
La estadística se puede dividir en 2 categorías, la "estadística descriptiva" y la "inferencia estadística".
La estadística descriptiva implica la abstracción de varias propiedades de conjuntos de observaciones, mediante el empleo de métodos gráficos, tabulares ó numéricos. Entre estas propiedades, están la frecuencia con que se dan varios valores en la observación, la noción de un valor típico o usual, la cantidad de variabilidad en un conjunto de datos observados y la medida de relaciones entre 2 ó mas variables.
El campo de la estadística descriptiva no tiene que ver con las implicaciones o conclusiones que se puedan deducir de conjuntos de datos. La estadística descriptiva sirve como método para organizar datos y poner de manifiesto sus características esenciales con el propósito de llegar a conclusiones.

La estadística descriptiva es una ciencia que analiza series de datos (por ejemplo, edad de una población, altura de los estudiantes de una escuela, temperatura en los meses de verano, etc) y trata de extraer conclusiones sobre el comportamiento de estas variables.

Las variables pueden ser de dos tipos:

Variables cualitativas o atributos: no se pueden medir numéricamente (por ejemplo: nacionalidad, color de la piel, sexo).

Variables cuantitativas: tienen valor numérico (edad, precio de un producto, ingresos anuales).

Las variables también se pueden clasificar en:

Variables unidimensionales: sólo recogen información sobre una característica (por ejemplo: edad de los alunmos de una clase).

Variables bidimensionales: recogen información sobre dos características de la población (por ejemplo: edad y altura de los alumnos de una clase).

Variables pluridimensionales: recogen información sobre tres o más características (por ejemplo: edad, altura y peso de los alumnos de una clase).

Por su parte, las variables cuantitativas se pueden clasificar en discretas y continuas:

Discretas: sólo pueden tomar valores enteros (1, 2, 8, -4, etc.). Por ejemplo: número de hermanos (puede ser 1, 2, 3....,etc, pero, por ejemplo, nunca podrá ser 3,45).

Continuas: pueden tomar cualquier valor real dentro de un intervalo. Por ejemplo, la velocidad de un vehículo puede ser 80,3 km/h, 94,57 km/h...etc.

Cuando se estudia el comportamiento de una variable hay que distinguir los siguientes conceptos:

Individuo: cualquier elemento que porte información sobre el fenómeno que se estudia. Así, si estudiamos la altura de los niños de una clase, cada alumno es un individuo; si estudiamos el precio de la vivienda, cada vivienda es un individuo.

Población: conjunto de todos los individuos (personas, objetos, animales, etc.) que porten información sobre el fenómeo que se estudia. Por ejemplo, si estudiamos el precio de la vivienda en una ciudad, la población será el total de las viviendas de dicha ciudad.

Muestra: subconjunto que seleccionamos de la población. Así, si se estudia el precio de la vivienda de una ciudad, lo normal será no recoger información sobre todas las viviendas de la ciudad (sería una labor muy compleja), sino que se suele seleccionar un subgrupo (muestra) que se entienda que es suficientemente representativo.

1.1.2 Inferencia estadística.

La inferencia estadística se basa en las conclusiones a la que se llega por la ciencia experimental basándose en información incompleta. Por ejemplo, Mendel al estudiar la manera como diferían entre sí las plantas de guisantes en altura, color de las semillas, color de las vainas y color de las flores, tuvo que hacer sus conclusiones necesariamente basándose en un grupo de plantas relativamente poco numeroso comparado con toda la población de plantas de guisantes de un tipo particular.
Al hacer un enunciado, como por ejemplo, sobre el color de las flores, las conclusiones de Mendel dependían de la muestra particular de plantas disponibles para este estudio.
En la terminología estadística, el procedimiento inductivo implica el hacer inferencias acerca de una población adecuada ó universo a la luz de lo averiguado en un subconjunto aparte o muestra.

La inferencia estadística se refiere a los procedimientos mediante los cuales se pueden hacer tales generalizaciones ó inducciones.
Es importante por todo lo dicho anteriormente, que el proceso de la inferencia científica, implica el grado mas elevado de cooperación entre la estadística y el estudio experimental.
La Inferencia Estadística es la parte de la estadística matemática que se encarga del estudio de los métodos para la obtención del modelo de probabilidad (forma funcional y parámetros que determinan la función de distribución) que sigue una variable aleatoria de una determinada población, a través de una muestra (parte de la población) obtenida de la misma. 

Los dos problemas fundamentales que estudia la inferencia estadística son el "Problema de la estimación" y el "Problema del contraste de hipótesis" 

Cuando se conoce la forma funcional de la función de distribución que sigue la variable aleatoria objeto de estudio y sólo tenemos que estimar los parametros que la determinan, estamos en un problema de inferencia estadística paramétrica ; por el contrario cuando no se conoce la forma funcional de la distribución que sigue la variable aleatoria objeto de estudio, estamos ante un problema de inferencia estadística no paramétrica. 

En lo que sigue nos vamos a limitar a problemas de inferencia estadística paramétrica, donde la variable aleatoria objeto de estudio sigue una distribución normal, y sólo tendremos que tratar de estimar los parámetros que la determinan, la media y la desviación típica. 

Esta situación se presenta con frecuencia debido a que es posible a menudo conocer la forma funcional de la distribución de probabilidad, por consideraciones teóricas, quedando únicamente indeterminados los parámetros que determinan la función de distribución. 

Como las poblaciones en las que se pretende estudiar una determinada variable aleatoria, son grandes, es muy caro o imposible, estudiar a todos sus individuos; lo que se hace, es estudiar una muestra ( una parte) de la población 

En todos estos problemas que estudia la inferencia estadística juega un papel fundamental la "Teoría de la Probabilidad" (distintas formas funcionales de las distribuciones de probabilidad) y la "Teoría de Muestras" (procedimientos para tomar muestras de manera apropiada). 

1.1.3 Teoría de decisión.

TEORÍA DE DECISIÓN
Estudio formal sobre la toma de decisiones. Los estudios de casos reales, que se sirven de la inspección y los experimentos, se denominan teoría descriptiva de decisión; los estudios de la toma de decisiones racionales, que utilizan la lógica y la estadística, se llaman teoría preceptiva de decisión. Estos estudios se hacen más complicados cuando hay más de un individuo, cuando los resultados de diversas opciones no se conocen con exactitud y cuando las probabilidades de los distintos resultados son desconocidas. La teoría de decisión comparte características con la teoría de juegos, aunque en la teoría de decisión el ‘adversario’ es la realidad en vez de otro jugador o jugadores.
Al hacer un análisis sobre esta teoría, y mirándola desde el punto de vista de un sistema, se puede decir que al tomar una decisión sobre un problema en particular, se debe tener en cuenta los puntos de dificultad que lo componen, para así empezar a estudiarlos uno a uno hasta obtener una solución que sea acorde a lo que se esta esperando obtener de este, y sino, buscar otras soluciones que se acomoden a lo deseado.
La teoría de decisión, no solamente se puede ver desde el punto de vista de un sistema, sino en general, porque esta se utiliza a menudo para tomar decisiones de la vida cotidiana, ya que muchas personas piensan que la vida es como una de las teorías; La teoría del juego, que para poder empezarlo y entenderlo hay que saber jugarlo y para eso se deben conocer las reglas de este, para que no surjan equivocaciones al empezar la partida.
Se puede decir que la Teoría de decisión es una de las ramas que sirve para que al dar un paso, no se vaya a dar en falso, porque si se conoce de esta no hay el porque de equivocarse.
http://www.tuobra.unam.mx/publicadas/040924151253.html
Teoría de Decisión trata de decisiones contra la naturaleza. Esto se refiere a una situación donde el resultado(ganancia, pérdida) de una 
decisión depende de la acción de otro jugador (la naturaleza). Por ejemplo, si la decisión es de llevar o no paraguas, la ganancia (llueve o no llueve) depende de la acción que toma la naturaleza. Es importante darse cuenta que en este modelo la ganancia (pérdida)concerne solo al tomador de la decisión.  Esta condición distingue la teoría de decisión de la teoría de juegos. En la teoría de juegos ambos jugadores están interesados en el resultado. 

La información fundamental para los problemas en teoría de decisión se encuentra representada en una matriz de ganancias (costos) 
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Los valores [image: image2.png]F'i



  son las ganancias (o pérdidas) para cada posible combinación de decisión con estado de la naturaleza. El proceso de decisión es el siguinte: 

· El tomador de decisiones selecciona una de las posibles decisiones [image: image3.png]


 . Digamos [image: image4.png]


 

· Después de tomar la decisión, ocurre un estado de la naturaleza. Digamos el estado j. 

·  La ganancia recibida por el tomador de decisiones es [image: image5.png]F'i



 . 

El problema del tomador de decisiones es determinar que decisión tomar?. La decisión dependerá del comportamiento del tomador de decisiones con respecto a la naturaleza, es decir al estado de la naturaleza que sucede. Si creemos que ocurrirá el estado de la naturaleza j seleccionaremos naturalmente la decisión [image: image6.png]


 que está asociada al mayor valor de [image: image7.png]F'i



  en la columna  j  de la matriz de ganancias. 
Diferentes suposiciones acerca del comportamiento de la naturaleza conducirán a diferentes formas de seleccionar la "mejor" decisión. 

Si supieramos cual estado de la naturaleza ocurrirá, simplemente seleccionaríamos la decisión que nos lleva a obtener una mayor 
ganancia para ese conocido estado de la naturaleza. En la práctica, pueden haber infinitas posibles decisiones. Si esas posibles decisiones se 
representan mediante un vector  d y la ganancia por la función con valores reales  r(d), el problema de decisión puede ser formulado como: 
  
max r(d) sujeto a la factibilidad de las restricciones sobre d 
  

http://www.inf.utfsm.cl/~mcriff/fio/td.html
1.1.4 Población.

Poblaciones, muestras e inferencia

Como se ha señalado anteriormente, el objetivo de la estadística descriptiva, es la descripción de los datos y no la inferencia partiendo de los datos.

Una  población de unidades es un grupo de entidades que tienen alguna característica cuantificable en común.

Las unidades pueden ser personas, árboles, bacterias, compuestos químicos, etc.. Pueden ser finitas o infinitas en número. La característica cuantificable puede ser una variable continua o discreta.

Una población de observaciones es un grupo que consiste en los valores numéricos de una característica cuantificable determinada en cada elemento de una población de unidades.

La misma población de unidades tendrá en ocasiones mas de una población de observaciones asociada.

Una muestra de unidades es un número finito de unidades procedentes de una población de unidades.

Una muestra de observaciones es un número finito de observaciones procedentes de una población de observaciones.

Es decir una muestra es una parte de una población que aislamos para estudiarla.
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Este concepto es de importancia para el análisis estadístico porque por lo general uno dispone de una muestra de una población para el estudio que intenta realizar. Por ejemplo, si necesitáramos hacer un promedio de todas las alturas de los habitantes de un país de 200.000.000 de habitantes (esta sería la población estadística), es lógico suponer lo engorroso que sería medir la altura de todos. Esto se realiza midiendo las alturas de una muestra de esta población, por ejemplo 10.000 habitantes. Este procedimiento es inductivo ya que el investigador saca conclusiones acerca de la población basándose en el análisis de una muestra de esa población; esto es hacer una inferencia acerca de una población partiendo de una muestra.

 Se llama inferencia estadística una conclusión que se refiere a una población de observaciones, obtenida sobre la base de una muestra de observaciones.

Una característica descriptiva global de una población de observaciones se llama parámetro.

Una característica descriptiva global de una muestra de observaciones se llama estadígrafo.
Poblacion:

En estadística el concepto de población va más allá de lo que comúnmente se conoce como tal. En términos estadísticos, población es un conjunto finito o infinito de personas, animales o cosas que presentan características comunes, sobre los cuales se quiere efectuar un estudio determinado. En otras palabras, la población se define como la totalidad de los valores posibles (mediciones o conteos) de una característica particular de un grupo especificado de personas, animales o cosas que se desean estudiar en un momento determinado. Así, se puede hablar de la población de habitantes de un país, de la población de estudiantes universitarios de la zona sur del Estado Anzoátegui, de la población de casas de la Urbanización Los Ríos de la ciudad de El Tigre, el rendimiento académico de los estudiantes del IUTJAA, el número de carros marca Corola de la ciudad de El Tigre, la estatura de un grupo alumnos del IUTJAA, la talla, etc.

1.1.5 Muestra aleatoria.

Una muestra aleatoria es una muestra sacada de una población de unidades, de manera que todo elemento de la población tenga la misma probabilidad de selección y que las unidades diferentes se seleccionen independientemente.
Una muestra aleatoria de tamaño n de una población X , es una sucesión de n variables aleatorias, independientes, X1 , X2  ,...,  Xn , con idéntica ley de probabilidad que X . Una muestra de tamaño n está constituida por n réplicas de X. 

Una vez que la muestra se haya realizado, es decir, se hayan extraído los n individuos de la población y "medido" la variable X en cada uno de ellos, se dispondrán de n datos u observaciones : x1 , x2  ,...,  xn.  Para que una variable aleatoria, definida a partir de una muestra aleatoria de tamaño n, tome valores, es necesario disponer de los n datos de la realización de tal muestra. 

1.1.6 Parámetros aleatorios.

Los Parámetros:

Son cualquiera característica que se pueda medir y cuya medición se lleve a cabo sobre todos los elementos que integran una población determinada, los mismos suelen representarse con letras griegas. El valor de un parámetro poblacional es un valor fijo en un momento dado. Ejemplo: La media Aritmética = m (miu), La desviación Típica = s, (Sigma) etcétera.
Una parámetro es una medida usada para describir alguna característica de una población, tal como una media aritmética, una mediana o una desviación estándar de una población.
Cuando los dos nuevos términos de arriba son usados, por ejemplo, el proceso de estimación en inferencia estadística puede ser descrito como le proceso de estimar un parámetro a partir del estadístico correspondiente, tal como usar una media muestral ( un estadístico para estimar la media de la población (un parámetro).
Los símbolos usados para representar los estadísticos y los parámetros, en éste y los siguientes capítulos, son resumidos en la tabla siguiente:

Tabla 1
Símbolos para estadísticos y parámetros correspondientes
Medida Símbolo para el estadístico Símbolo para el parámetro
(muestra) (Población)
Media X µ
Desviación estándar s 
Número de elementos n N
Proporción p P

1.1.7 Enfoque clásico.
El enfoque clásico analiza la serie considerando cada variable por separado y en función del tiempo; se ha convertido en un método estándar de estudio de estas series, y es aceptado de forma unánime por los estadísticos; por tanto es el que se describirá en el presente tema.
El enfoque clásico: Dice que si hay x posibles resultados favorables a la ocurrencia de un evento A y z posibles resultados desfavorables a la ocurrencia de A, y todos los resultados son igualmente posibles y mutuamente excluyente (no pueden ocurrir los dos al mismo tiempo), entonces la probabilidad de que ocurra A es:

P(A) = __x__ 
(x+z)

El enfoque clásico de la probabilidad se basa en la suposición de que cada resultado sea igualmente posible. Este enfoque es llamado enfoque a priori porque permite, (en caso de que pueda aplicarse) calcular el valor de probabilidad antes de observar cualquier evento de muestra.

Ejemplo: Si tenemos en una caja 15 piedras verdes y 9 piedras rojas. La probabilidad de sacar una piedra roja en un intento es:

P(A) = ____9____= 0.375 o 37.5%

9+15
http://html.rincondelvago.com/probabilidades_1.html
1.1.8 Enfoque Bayesiano.
La estadística bayesiana le debe su nombre al trabajo pionero del reverendo Thomas Bayes titulado “An Essay towards solving a Problem in the Doctrine of Chances” publicado

póstumamente en 1764 en la “Philosophical Transactions of the Royal Society of London”.

El artículo fue enviado a la Real Sociedad de Londres por Richard Price, amigo de Bayes, en

1763, quién escribió:
“Yo ahora le mando un ensayo que he encontrado entre los papeles de nuestro fallecido amigo Thomas Bayes, y el cual, en mi opinión, tiene un gran mérito, y bien merece ser preservado... En una introducción que él ha escrito para este ensayo, él dice, que su objetivo en un principio fue, descubrir un método por el

cual se pueda juzgar la probabilidad de que un evento tenga que ocurrir bajo

circunstancias dadas, y bajo la suposición de que nada es conocido sobre dicho

evento, salvo que, bajo las mismas circunstancias, éste ha ocurrido un cierto

número de veces y fallado otro tanto... Cualquier persona juiciosa verá que el

problema aquí mencionado no es de ninguna manera una simple especulación

producto de la curiosidad, sino un problema que se necesita resolver para contar

con un fundamento seguro para todos nuestros razonamientos concernientes a

hechos pasados y a lo que probablemente ocurra de ahí en adelante... El propósito

a mí me parece es, mostrar qué razones nosotros tenemos para creer que en la

constitución de las cosas existen leyes fijas de acuerdo con las cuales las cosas

pasan, y que, por lo tanto, el funcionamiento del mundo debe ser el efecto de la

sabiduría y el poder de una causa inteligente, y así, confirmar el argumento

tomado desde las causas finales para la existencia de la deidad.”

Aunque la obra de Thomas Bayes data ya de hace más de dos siglos, la estadística

bayesiana es relativamente nueva, y actualmente ostenta un gran desarrollo aunque no

ajeno a también grandes controversias.

Inferencia Bayesiana

Un punto importante en la definición clásica de inferencia es que el parámetro θ, el cual es

desconocido, es tratado como constante en vez que como variable. Esta es la idea fundamental

de la teoría clásica, pero conduce a ciertos problemas de interpretación.

Si [0.2, 0.3] es un intervalo del 95% de confianza para θ, sería cómodo decir que hay un 95%

de probabilidad de que θ esté en el intervalo. Sin embargo, esto es incongruente con la idea de

que θ no es aleatorio. Dado que θ es fijo, solo existen dos opciones: θ está dentro o está fuera

del intervalo. El único elemento aleatorio en este modelo es y, por lo que la interpretación

correcta del intervalo consistiría en decir que, si se repite el procedimiento muchas veces,

entonces a la larga, el 95% de los intervalos contendrían a θ.

Toda inferencia basada en la estadística clásica es forzada a tener este tipo de interpretación

frecuencial, aunque sin embargo, nosotros solo contamos con un intervalo para interpretar.

El marco teórico en el cual se desarrolla la inferencia bayesiana es idéntico al de la teoría

clásica. Se tiene un parámetro poblacional θ sobre el cual se desea hacer inferencias y se tiene

un modelo de probabilidad p(y| θ) el cual determina la probabilidad de los datos observados y

bajo diferentes valores de θ. La diferencia fundamental entre la teoría clásica y la bayesiana

está en que θ es tratado como una cantidad aleatoria. Así, la inferencia bayesiana se basa en

p( θ | y) en vez de p(y | θ), esto es, en la distribución de probabilidades del parámetro dados los

datos.

La inferencia bayesiana, se puede resumir como el proceso de ajustar un modelo de

probabilidad a un conjunto de datos y resumir los resultados mediante una distribución de

probabilidades para los parámetros del modelo y para cantidades desconocidas pero

observables tales como predicciones para nuevas observaciones. La característica esencial de

los métodos bayesianos está en su uso explícito de probabilidades para cuantificar la

incertidumbre en inferencias basadas en el análisis estadístico de los datos. Esto permite un

manejo mucho más natural e intuitivo de la inferencia, salvando por ejemplo el problema de

la interpretación frecuencial de los resultados. Sin embargo, para hacer uso de un enfoque

bayesiano, es necesario especificar una distribución de probabilidades a priori p( θ), la cual

representa el conocimiento que se tiene sobre la distribución de θ previo a la obtención de los

datos.

Esta noción de una distribución a priori para el parámetro constituye el centro del

pensamiento bayesiano y, dependiendo de si se es un defensor o un opositor a esta

metodología, su principal ventaja sobre la teoría clásica o su mayor vulnerabilidad.
Características de la Aproximación Bayesiana

De acuerdo con O’Hagan (1994), se pueden identificar cuatro aspectos fundamentales que

caracterizan la aproximación bayesiana a la inferencia estadística:

􀂃 Información a Priori. Todos los problemas son únicos y tienen su propio contexto. De tal

contexto se deriva información a priori, y es la formulación y uso de esta información a

priori la que diferencia la inferencia bayesiana de la estadística clásica.

􀂃 Probabilidad Subjetiva. La estadística bayesiana formaliza la noción de que todas las

probabilidades son subjetivas, dependiendo de las creencias individuales y la información

disponible. Así, el análisis bayesiano resulta personal, único de acuerdo con las creencias

individuales de cada uno.
􀂃 Auto consistente. Al tratar al parámetro θ como aleatorio, la inferencia bayesiana se basa

completamente en la teoría de la probabilidad. Esto tiene muchas ventajas y significa que

toda inferencia puede ser tratada en términos de declaraciones probabilísticas para θ.

􀂃 No “adhockery”. Debido a que la inferencia clásica no puede hacer declaraciones

probabilísticas acerca de θ, varios criterios son desarrollados para juzgar si un estimador

particular es en algún sentido “bueno”. Esto ha conducido a una proliferación de

procedimientos, frecuentemente en conflicto unos con otros. La inferencia bayesiana deja

de lado esta tendencia a inventar criterios ad hoc para juzgar y comparar estimadores al

basarse exclusivamente en la distribución posterior para expresar en términos

exclusivamente probabilísticos toda inferencia referente al parámetro.
Objeciones a la Inferencia Bayesiana.

La principal objeción a la inferencia bayesiana, es que las conclusiones dependen de la

selección específica de la distribución a priori. Aunque para otros esto es lo interesante de la

aproximación bayesiana, este es un debate aún no cerrado. Sin embargo, antes de dejar esta

característica, se debe señalar que inclusive en inferencia clásica, y además en investigación

científica en general, estos conocimientos a priori son utilizados implícitamente. Así por

ejemplo, el conocimiento a priori es utilizado para formular un modelo de verosimilitud

apropiado. En pruebas de hipótesis, las creencias a priori acerca de la plausibilidad de una

hipótesis son frecuentemente utilizadas para ajustar el nivel de significancia de la prueba. Así,

si se cree que los datos pueden conducir al rechazo de la hipótesis, esto se puede ajustar

escogiendo un nivel de significancia bastante alto. En este sentido entonces, la inferencia

bayesiana formaliza la incorporación de la información a priori, la cual es incorporada

frecuentemente “debajo de la mesa” en el análisis clásico.
http://tarwi.lamolina.edu.pe/~reyzaguirre/EB.htm
1.2 Descripción de datos.

1.2.1 Datos agrupados y no agrupados.

Cálculo de la mediana a partir de datos no agrupados:

Para hallar la mediana de un conjunto de datos, primero hay que organizarlos en orden descendente o ascendente. Si el conjunto de datos contiene un número impar de elementos, el de en medio en el arreglo es la mediana. Si hay un número par de observaciones, la mediana es el promedio de los dos elementos de en medio.

 

Mediana = (n + 1) / 2

Cálculo de la mediana a partir de datos agrupados:

1. Encontrar qué observación de la distribución está más al centro (Mediana = (n + 1) / 2). 

2. Sumar las frecuencias de cada clase para encontrar la clase que contiene a ese elemento más central. 

3. Determinar el número de elementos de la clase y la localización de la clase que contiene al elemento mediano. 

4. Determinar el ancho de cada paso para pasar de una observación a otra en la clase mediana, dividiendo el intervalo de cada clase entre el número de elementos contenido en la clase. 

5. Determinar el número de pasos que hay desde el límite inferior de la clase mediana hasta el elemento correspondiente a la mediana. 

6. Calcular el valor estimado del elemento mediano multiplicando el número de pasos que se necesitan para llegar a la observación mediana por el ancho de cada paso. Al producto sumarle el valor del límite inferior de la clase mediana. 

7. Si existe un número par de observaciones en la distribución, tomar el promedio de los valores obtenidos para el elemento mediano calculados en el paso número 6. 

Cálculo de la moda a partir de datos no agrupados:

En ocasiones, el azar hace que un solo elemento no representativo se repita lo suficiente para ser el valor más frecuente del conjunto de datos. Es por esta razón que rara vez utilizamos la moda de un conjunto de datos no agrupados como medida de tendencia central.

Por esta razón, siempre que utilizamos la moda como medida de tendencia central de un conjunto de datos, debemos calcular la moda de datos agrupados (buscar la clase modal).

Cálculo de la moda de datos agrupados:

Cuando los datos ya se encuentran agrupados en una distribución de frecuencias, podemos poner que la moda está localizada en la clase que contiene el mayor número de elementos, es decir, en la clase que tiene mayor frecuencia. Para determinar un solo valor para la moda a partir de esta clase modal:

Mo = Lmo + [d1 / (d1 + d2 )] w

Lmo = límite inferior de la clase modal.

d1 = frecuencia de la clase modal menos la frecuencia de la clase que se encuentra inmediatamente por debajo de ella.

d2 = frecuencia de la clase modal menos la frecuencia de la clase que se encuentra inmediatamente por encima de ella.

w = ancho del intervalo de la clase modal.

1.2.2 Frecuencia de clase.

Distribución de frecuencia de clase o de datos Agrupados:

Es aquella distribución en la que la disposición tabular de los datos estadísticos se encuentran ordenados en clases y con la frecuencia de cada clase; es decir, los datos originales de varios valores adyacentes del conjunto se combinan para formar un intervalo de clase. No existen normas establecidas para determinar cuándo es apropiado utilizar datos agrupados o datos no agrupados; sin embargo, se sugiere que cuando el número total de datos (N) es igual o superior 50 y además el rango o recorrido de la serie de datos es mayor de 20, entonces, se utilizará la distribución de frecuencia para datos agrupados, también se utilizará este tipo de distribución cuando se requiera elaborar gráficos lineales como el histograma, el polígono de frecuencia o la ojiva.

La razón fundamental para utilizar la distribución de frecuencia de clases es proporcionar mejor comunicación acerca del patrón establecido en los datos y facilitar la manipulación de los mismos. Los datos se agrupan en clases con el fin de sintetizar, resumir, condensar o hacer que la información obtenida de una investigación sea manejable con mayor facilidad.

Componentes de una distribución de frecuencia de clase

1.- Rango o Amplitud total (recorrido).- Es el límite dentro del cual están comprendidos todos los valores de la serie de datos, en otras palabras, es el número de diferentes valores que toma la variable en un estudio o investigación dada. Es la diferencia entre el valor máximo de una variable y el valor mínimo que ésta toma en una investigación cualquiera. El rango es el tamaño del intervalo en el cual se ubican todos los valores que pueden tomar los diferentes datos de la serie de valores, desde el menor de ellos hasta el valor mayor estando incluidos ambos extremos. El rango de una distribución de frecuencia se designa con la letra R.

2.- Clase o Intervalo de clase.- Son divisiones o categorías en las cuales se agrupan un conjunto de datos ordenados con características comunes. En otras palabras, son fraccionamientos del rango o recorrido de la serie de valores para reunir los datos que presentan valores comprendidos entre dos limites. 

Para organizar los valores de la serie de datos hay que determinar un número de clases que sea conveniente. En otras palabras, que ese número de intervalos no origine un número pequeño de clases ni muy grande. Un número de clases pequeño puede ocultar la naturaleza natural de los valores y un número muy alto puede provocar demasiados detalles como para observar alguna información de gran utilidad en la investigación.

Tamaño de los Intervalos de Clase

Los intervalos de clase pueden ser de tres tipos, según el tamaño que estos presenten en una distribución de frecuencia: a) Clases de igual tamaño, b) clases desiguales 

de tamaño y c) clases abiertas.

3.-Amplitud de Clase, Longitud o Ancho de una Clase 

La amplitud o longitud de una clase es el número de valores o variables que concurren a una clase determinada. La amplitud de clase se designa con las letras Ic. Existen diversos criterios para determinar la amplitud de clases, ante esa diversidad de criterios, se ha considerado que lo más importante es dar un ancho o longitud de clase a todos los intervalos de tal manera que respondan a la naturaleza de los datos y al objetivo que se persigue y esto se logra con la practica.

4.-Punto medio o Marca de clase

El centro de la clase, es el volar de los datos que se ubica en la posición central de la clase y representa todos los demás valores de esa clase. Este valor se utiliza para el calculo de la media aritmética.

5.-Frecuencia de clase

La frecuencia de clase se le denomina frecuencia absoluta y se le designa con las letras fi. Es el número total de valores de las variables que se encuentran presente en una clase determinada, de una distribución de frecuencia de clase.

6.- Frecuencia Relativa

La frecuencia relativa es aquella que resulta de dividir cada uno de los fi de las clases de una distribución de frecuencia de clase entre el número total de datos(N) de la serie de valores. Estas frecuencias se designan con las letras fr; si cada fr se multiplica por 100 se obtiene la frecuencia relativa porcentual (fr %).

7.-Frecuencias acumuladas

Las frecuencias acumuladas de una distribución de frecuencias son aquellas que se obtienen de las sumas sucesivas de las fi que integran cada una de las clases de una distribución de frecuencia de clase, esto se logra cuando la acumulación de las frecuencias se realiza tomando en cuenta la primera clase hasta alcanzar la ultima. Las frecuencias acumuladas se designan con las letras fa. Las frecuencias acumuladas pueden ser menor que (fa< que) y frecuencias acumuladas mayor que (fa>que).

8.- Frecuencia acumulada relativa

La frecuencia acumulada relativa es aquella que resulta de dividir cada una de las fa de las diferentes clases que integran una distribución de frecuencia de clase entre el número total de datos (N) de la serie de valores, estas frecuencias se designan con las letras far. Si las far se multiplican por 100 se obtienen las frecuencias acumuladas relativas porcentuales y las mismas se designan así: far %.

1.2.3 Frecuencia relativa.

Frecuencia relativa:

La frecuencia absoluta, es una medida que está influida por el tamaño de la muestra, al aumentar el tamaño de la muestra aumentará también el tamaño de la frecuencia absoluta. Esto hace que no sea una medida útil para poder comparar. Para esto es necesario introducir el concepto de frecuencia relativa, que es el cociente entre la frecuencia absoluta y el tamaño de la muestra. La denotaremos por fi

[image: image9.png]Z)x




Donde N = Tamaño de la muestra

La frecuencia relativa de un intervalo se obtiene dividiendo la frecuencia dl intervalo, entre el número total de datos.

 


Cuando el resultado se multiplica por 100 obtenemos la “ FRECUENCIA RELATIVA PORCENTUAL “.
FRECUENCIA RELATIVA  ( h i )

La frecuencia relativa es el cuociente entre la frecuencia absoluta   ( f i )   y el número total de datos   ( n ).

En nuestro ejemplo,   n   =   50: 
TABLA:

	x i 
	f i 
	h i 

	0 
	4 
	0,08 

	1 
	9 
	0,18 

	2 
	12 
	0,24 

	3 
	10 
	0,20 

	4 
	8 
	0,16 

	5 
	4 
	0,08 

	6 
	2 
	0,04 

	7 
	1 
	0,02 




GRAFICOS: 
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http://www.eneayudas.cl/estentrada.htm#relativa
1.2.4 Punto medio.

El punto medio de un intervalo se puede obtener de varias formas. Posiblemente la más fácil consiste en sumar los límites inferiores de dos intervalos consecutivos y dividir entre dos. Ejemplo:

	Puntuaciones 
	frecuencia

	200-299
	2

	300-399
	8

	400-499
	6


 

En el ejemplo anterior 200 es el límite inferior del primer intervalo y 300 el límite inferior del segundo intervalo. Por lo tanto el punto medio del primer intervalo es (200+300)/2 = 250

De igual forma el punto medio del segundo intervalo es 350.

Nota: 

Algunos autores definen el punto medio como el punto que se encuentra a mitad de camino entre los llamados límites exactos de cada intervalo. Por lo tanto calculan el punto medio sumando los límites exactos del intervalo y dividiendo entre 2. (Véase Hinkle capt.2) 
http://rrpac.upr.clu.edu:9090/~amenend/poligonofre.htm
Punto medio o Marca de clase

El centro de la clase, es el volar de los datos que se ubica en la posición central de la clase y representa todos los demás valores de esa clase. Este valor se utiliza para el calculo de la media aritmética.
Punto medio de clase o marca de clase: Para fines de análisis de datos, los valores de las clases se representan a través del punto medio de clase o marca de clase. El punto medio de clase se define como la semi-suma de los limites de clase. El punto medio de clase se identifica como Xi, donde Xi = ½ (limite superior + limite inferior).

Pasos para construir una distribución de frecuencias: conocidos ya todos los elementos teóricos necesarios para la construcción y comprensión de una distribución de frecuencias vamos a proceder a mostrar los pasos requeridos para su ejecución.

1° Determinar el recorrido o rango. 

R = X máx. - X mín.

2° Calcular el intervalo de clase, siempre que se conozca él numero de clases.

R = R 
NC

3° Calcular él numero de clases, siempre que se conozca el intervalo de clase.

NC = R 
Ci

Como se puede observar en el segundo y tercer paso resultaría muy difícil resolver estas ecuaciones por simples métodos matemáticos ya que cada una de ellas presenta dos incógnitas. Como solución a este problema surge la formula sé Sturgees que se expresa así:

Ci = R .
1+3.22 log N

Donde R = recorrido y N = numero total de valores.

En lo referente al punto medio de cada clase, este es usado para representar mediante un solo valor el recorrido de cada clase y sirve además para los fines de análisis estadísticos de los datos. Es importante señalar con relación a la construcción de una distribución de frecuencias que el lector o usuario tenia plena libertad en la pre-escogencia del intervalo de clase, en función de la naturaleza de los datos y su conveniencia técnica.

http://html.rincondelvago.com/estadistica-en-la-toma-de-decisiones.html
1.2.5 Límites.

Límite de una función en un punto. Propiedades. 

A) LIMITE EN UN PUNTO. 

A1) Límite finito:
Se dice que la función y = f(x) tiene por límite l cuando x tiende hacia a, y se representa por [image: image12.png]lim f (x)
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(Es decir, que si fijamos un entorno de l de radio [image: image14.png]


, podemos encontrar un entorno de a de radio [image: image15.png]


, que depende de [image: image16.png]


, de modo que para cualquier valor de x que esté en el entorno E(a,[image: image17.png]


) exceptuando el propio a, se tiene que su imagen f(a) está en el entorno E(l,[image: image18.png]


).) 

A2) Límite infinito: (A partir de ahora usaremos la notación matemática para hacer más corta la definición). [image: image19.png]Se dice que fim ' (x) = +oosiparacadakreal 3520 / O<[x-al <5 = f(x) > &
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B) PROPIEDADES DE LOS LÍMITES. 

B1) [image: image21.png]lim (£ (x) +g(x)) = lim £(x) +lim g(x)



siempre que no aparezca la indeterminación [image: image22.png]


.

B2) [image: image23.png]hm(lf(x)):l];:n‘f(x)



con [image: image24.png]Az0



.

B3) [image: image25.png]lim (£ (). g(x)) = lim £ (). lim 2(=)



siempre y cuando no aparezca la indeterminación [image: image26.png]


.

B4) [image: image27.png]in(19)
\a()/)  lim 502



siempre y cuando no aparezcan las indeterminaciones [image: image28.png]


e [image: image29.png]8|8



.

B5) [image: image30.png]i (66" = (i £ )



con [image: image31.png]k=0



, siempre y cuando tengan sentido las potencias que aparecen.

B6) [image: image32.png]s, 2(x)
i () = (i £



siempre y cuando tengan sentido las potencias que aparecen y no nos encontremos con indeterminaciones de los tipos [image: image33.png]


.

C) LIMITES LATERALES. 

C1) Límite por la izquierda: [image: image34.png]Sedice que lim f(x)=1 siparacada £>0 35>0/ -5<x-a<0 = [ -1]<s




C2) Límite por la derecha: [image: image35.png]Se dice que lim, f(x)=1 siparacada £>0 3520/ 0<x-a<8 = |fx) -1|< £




TEOREMA: Existe el límite si y solo si existen los limites laterales (por la derecha y por la izquierda) y ambos coinciden. (Demostración inmediata).

TEOREMA: Si existe el límite, éste es único. (Demostración inmediata).

Todo lo dicho anteriormente es también válido si consideramos que el límite vale [image: image36.png]40 o -0



en lugar de l. 

2. Límites en el infinito. Asíntotas de una curva.
A) LIMITES EN EL INFINITO. 

A1) Límite finito. 

[image: image37.png]Sedice queel lim f(x) =1 siparacadas>0 IHeR /2 >H = |fiw) -l <5
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A2) Límite infinito. 

[image: image39.png]Sedice que el fim f(x) =+ sipara cadaK e® IHeR /x> H = fx) > K
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Todo lo referente a las propiedades de los límites vistas en la pregunta anterior es válido si escribimos [image: image43.png]40 o -0



en lugar de a. Hay casos que parecen indeterminaciones y no lo son realmente.

B) ASÍNTOTAS DE UNA CURVA. 

B1) Asíntotas verticales.
Se dice que y = f(x) tiene una asíntota vertical en x=a si [image: image44.png]limf (x) = +e



o alguno (o ambos) de los límites laterales vale [image: image45.png]


. Es decir, puede haber asíntota vertical por la derecha, por la izquierda o por ambos lados. La posición de la curva respecto a la asíntota dependerá del signo de los límites laterales. Como ejemplo, determinar la asíntota vertical y su posición con respecto a la gráfica de la función 

[image: image46.png]= 4x+l
P




B2) Asíntotas horizontales. 
Se dice que y = f(x) tiene una asíntota horizontal en y=b si [image: image47.png]lm f(x)=b



. La asíntota puede aparecer cuando [image: image48.png]X —> 400, x —>—00 0 en ambo § Casos.



La posición de la gráfica de la función respecto a la asíntota vertical se determina estudiando si el signo de f(x) - b es positivo o negativo cuando [image: image49.png]x —+w



. Como ejemplo, determinar la asíntota horizontal y su posición con respecto a la gráfica de la función 

[image: image50.png]



B3) Asíntotas oblicuas. 
Dada la función y = f(x), si se verifica que 

a) [image: image51.png]


    b) [image: image52.png]fi
i 2 e

b



    c) [image: image53.png]lim (f(x)—mx)=h



 [image: image54.png](heR)




entonces se dice que y = mx + h es una asíntota oblicua de dicha función para [image: image55.png]x —+w



. La asíntota puede aparecer cuando [image: image56.png]X —> 400, x —>—00 0 en ambo § Casos.



Para estudiar la posición de la gráfica de la función con respecto a la asíntota basta estudiar el signo de f(x)-(mx + h). Como ejemplo, determinar la asíntota oblicua y su posición con respecto a la gráfica de la función 

[image: image57.png]34245
e




3. Cálculo de límites.
A) INDETERMINACIÓN [image: image58.png]



En la mayoría de los casos basta con efectuar las operaciones indicadas. 
Ejemplo.-



[image: image59.png]



En otros casos, sobre todo en aquellos en que aparecen radicales, basta con multiplicar y dividir por la expresión radical conjugada. 
Ejemplo.-



[image: image60.png]lim (2~ 27 +1)




B) INDETERMINACIÓN [image: image61.png]



En la mayoría de los casos basta con efectuar las operaciones indicadas. 
Ejemplo.-



[image: image62.png]



C) INDETERMINACIÓN [image: image63.png]



Cuando solo aparecen funciones racionales, basta con descomponer factorialmente el numerador y el denominador. 
Ejemplo.-



[image: image64.png]



En aquellos casos en que aparecen funciones irracionales (radicales), basta con multiplicar y dividir por la expresión radical conjugada. 
Ejemplo.-



[image: image65.png]i ——
01— Jl—x




D) INDETERMINACIÓN [image: image66.png]8|8




En la mayoría de los casos basta con dividir el numerador y denominador por la mayor potencia de x del denominador. 
Ejemplos.-



[image: image67.png]4z’ 4x-1

oo 22 +1





[image: image68.png]



E) INDETERMINACIONES [image: image69.png]


- [image: image70.png]


- [image: image71.png]



Para determinar estos límites tendremos en cuenta que: 

[image: image72.png](@5 ) _ oo Latece)





de donde resulta que: 

[image: image73.png]fim f(x)g(}i)

lig g(0)-L(f ()




pudiendo aparecer otras indeterminaciones, que resolveremos por los métodos anteriores o por métodos que aprenderemos en temas posteriores. 

En el caso de la indeterminación [image: image74.png]


podemos aplicar con mayor facilidad la siguiente igualdad: 

[image: image75.png]o £ — lme- (1)




Aplicar la igualdad anterior a la resolución del siguiente límite: 

[image: image76.png]13x

1+x’] =
‘x‘i“n(l—x’




F) LIMITES DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS. 
En algunos casos podemos utilizar un límite muy conocido, que es: 

[image: image77.png]



Aplica lo anterior para resolver los siguientes límites: 


[image: image78.png]sen(12x)
o ta(dw)





[image: image79.png]


 (Usa la fórmula del sen(x/2))

En los casos anteriores puede ocurrir que aplicando lo dicho anteriormente no podamos resolver la indeterminación. Estos casos, al igual que en el apartado E), se resolverán en los temas siguientes aplicando la Regla de L'Hôpital. 

4. Función continua en un punto y en un intervalo.
Diremos que la función y = f(x) es continua en x = a si: 

a. Existe f(a), es decir, f(x) está definida en x=a. 

b. Existe el [image: image80.png]


. 

c. Ambos valores coinciden, es decir [image: image81.png]fla)=

lim £(x)



. 

Si tenemos en cuenta la definición de límite, podemos obtener la siguiente definición equivalente: [image: image82.png]»=f(x) es continua en x=a < paracadas>0 3520/ [x-a| <5 = | -fa)| <




Diremos que y = f(x) es continua en el (a,b) si es continua en cada uno de los puntos del intervalo abierto (a,b). 

Diremos que y = f(x) es continua por la derecha en x=a si [image: image83.png]Im_ f(z) =f(a)



. 

Diremos que y = f(x) es continua por la izquierda en x=a si [image: image84.png]Im_f(z) =f(a)



. 

Diremos que y = f(x) es continua en el [a,b] si: 

a. y = f(x) es continua en el intervalo abierto (a,b). 

b. y = f(x) es continua por la derecha en x=a. 

c. y = f(x) es continua por la izquierda en x=b. 

TEOREMA: Si y = f(x) es continua en x = a existe el [image: image85.png]


. (La demostración es inmediata) 
Sin embargo, el teorema recíproco no es cierto en general. Como ejemplo comprobarlo para: 

[image: image86.png]



TEOREMA DE CONSERVACIÓN DEL SIGNO 
Sea y=f(x) una función continua en x=a siendo f(a) distinto de 0 [image: image87.png]


existe un entorno de x=a en el que los valores de f(x) tienen el mismo signo que f(a). 

Demostración:
Supongamos que f(a)>0 (si fuese negativo, se razonaría de modo similar).
Tomemos [image: image88.png]


. Por la continuidad de y=f(x) en x=a se tiene que:

[image: image89.png]35> 0tal quesi |z -2 < 5 = |f®) -fa)| < =




Es decir: 

[image: image90.png]f@ 3f(@
2 2

sixe(a-5,a+8) = &) €(fa) -5 +;):[





Por lo tanto: f(x)>0. (Como se quería demostrar) 

TEOREMA DE ACOTACIÓN DE LA FUNCIÓN 
Si y = f(x) es continua en x = a [image: image91.png]


y = f(x) está acotada en un cierto entorno de x = a. 

Demostración:
Tomemos [image: image92.png]=10



. Por la continuidad de y = f(x) en x = a se tiene que:

[image: image93.png]35> 0 tal que six €(a-5,a+85) entonces fx) €(Ra) -£,8a) +8)= (f (@)~ LA @ +1)




de modo que [image: image94.png](f@-175@+1)



es un intervalo acotado, por lo tanto y=f(x) está acotada en el entorno [image: image95.png](@a-8.a+8)



de x=a. 

5. Operaciones con funciones continuas.
Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en x=a, se tiene entonces que: 

a. [image: image96.png]S tglx)



es continua en x=a. 

b. [image: image97.png]f(x) glx)



es continua en x=a. 

c. [image: image98.png]f(=)

g(x)



es continua en x=a si [image: image99.png]gla)=0



. 

d. [image: image100.png]()2



es continua en x=a suponiendo que f(a)>0 (para que tenga sentido la potencia). 

TEOREMA: Si f(x) es continua en x=a y g(x) es continua en y=f(a) [image: image101.png]




 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img00067.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image102.png](gof)=



es continua en x=a. 

Demostración:
[image: image103.png]Consideremos x—L— 7 (x)= y—E>g(y) siendo x—gr—g()




[image: image104.png]Por ser g continua en f(a) = dado >0 35> 0 / si |y -fa)| <5 entonces |g(y) -a@) | <&




[image: image105.png]Por ser feontinua ena =>para el 5 anterior 3y >0 / si|x-al <y entonces |f(x) - f(a)| <=




De lo dicho anteriormente resulta que:
[image: image106.png]dado >0 Jy >0/ si [x-al<y = |f0) -fa)|<5= |/ () -alf@)] <5




6. Discontinuidades.
Se dice que una función y = f(x) es discontinua en x = a si no es continua en dicho valor de x, es decir, no cumple alguna de las tres condiciones de continuidad.

TIPOS DE DISCONTINUIDADES 

A) Evitable: Cuando existe el [image: image107.png]


pero no coincide con el valor de f(a) por una de estas dos razones, son distintos los valores o no existe f(a).

B) De salto: Cuando existe el límite por la derecha y por la izquierda (siendo ambos finitos) pero no coinciden.

C) Asintótica: Cuando alguno de los límites laterales (o ambos) no es finito. Puede ser asintótica por la derecha, por la izquierda o por ambos lados.

D) Esencial: Cuando no existe alguno de los límites laterales (o ambos). Puede serlo por la derecha, por la izquierda o por ambos lados. 

Si y = f(x) tiene una discontinuidad evitable en x = a, llamaremos verdadero valor de la función en x=a al [image: image108.png]


. Dicho valor es el que convierte a la función en continua.

Si y = f(x) tiene una discontinuidad de salto en x=a, llamaremos salto de la función en x=a al valor [image: image109.png]lca, £) lim £ )



.

Estudiar, como aplicación de lo anterior, la continuidad y discontinuidades de las funciones elementales vistas en el capítulo anterior y de las funciones definidas a trozos. 

7. El Teorema del valor intermedio de Bolzano y el Teorema de existencia de extremos absolutos de Weierstrass.
TEOREMA DE BOLZANO 
Si y = f(x) es una función continua en el [a,b] siendo distintos los signos de dicha función en los extremos del intervalo, es decir, [image: image110.png]sig(£ (2)) = sig (£(b))





 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img0000f.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image111.png]




 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img00102.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image112.png]Jce(ab)



tal que f(c)=0. 

Demostración:
Supongamos que f(a)<0 y f(b)>0 (Se razona de forma análoga si ocurre lo contrario).
Si [image: image113.png]


el teorema está demostrado. En caso contrario, la función tomará en dicho punto un valor del mismo signo que f(a) o que f(b).
Sea [image: image114.png]1= [opoty]



el nuevo intervalo donde hay cambio de signo.
Si [image: image115.png]


el teorema está demostrado. En caso contrario, repetimos el proceso anterior, obteniéndose una sucesión [image: image116.png][ ol ol >l >
3 -



de intervalos encajados tales que cada uno es la mitad del anterior y la función toma valores opuestos en los extremos de cada intervalo. Dicha sucesión define un número real [image: image117.png]celab)



. Demostremos que f(c)=0.
Supongamos que [image: image118.png]fic) 20





 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img0000f.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image119.png]


por el TEOREMA DE CONSERVACIÓN DEL SIGNO, existirá un entorno de c donde se mantendrá el mismo signo que en c. Sin embargo, por la construcción anterior, dicho entorno contendrá uno al menos de los [image: image120.png]


, donde la función tomaba valores opuestos. Llegamos pues a una contradicción [image: image121.png]


f(c)=0.
Consecuencia: Si y = f(x) es continua en a,b y k es un valor comprendido entre los valores de f(a) y f(b) (o al revés) [image: image122.png]




 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img00105.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image123.png]Jcefab) / fir) =k



(Basta aplicar el Teorema de Bolzano a g(x)=f(x)-k.) 

TEOREMA DE WEIERSTRASS: Si y = f(x) es continua en [a,b] [image: image124.png]


f(x) alcanza el máximo y el mínimo absoluto en dicho intervalo [a,b]. 

Demostración: 
A) Veamos, en primer lugar, que f(x) está acotada en [a,b].
Supongamos que no lo está. Consideremos el punto medio [image: image125.png]


y los subintervalos [image: image126.png]


y [image: image127.png]




 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img0000f.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image128.png]


f(x) no está acotada en uno de ellos, al menos, que llamaremos [image: image129.png]


. Dividamos [image: image130.png]


en dos mitades y llamemos [image: image131.png]


a aquella parte de las dos (al menos) en la que f(x) no está acotada. Repitamos el proceso indefinidamente, obteniendo una sucesión [image: image132.png][ ol ol >l >
3 -



de intervalos encajados, cada uno la mitad del anterior, donde f(x) no está acotada.
Sea c el número real que define esta sucesión. Como f es continua en [a,b] [image: image133.png]


f es continua en c [image: image134.png]


por el TEOREMA DE ACOTACIÓN DE LA FUNCIÓN, existirá un entorno de c en el que la función está acotada. Pero en dicho entorno y por construcción estarán incluidos a partir de uno todos los [image: image135.png]


, donde la función no estaba acotada. Llegamos a una contradicción, luego f(x) está acotada en [a,b].
B) Veamos, a continuación, que f(x) alcanza el máximo en [a,b]. (Análogamente se demuestra que alcanza el mínimo).
Si f(x) está acotada en [a,b] [image: image136.png]




 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img00106.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image137.png]m=flx) =M ¥z €fab],



siendo m el ínfimo o extremo inferior y M el supremo o extremo superior. Si en algún punto de [a,b] resulta que f(x)=M, el teorema estará demostrado.
[image: image138.png]Supongamos que fix) <M ¥z e[ab]





 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img00088.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image139.png]Sea gx) = , continva en [a,b]

M-f)





 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img0000f.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image140.png]


g(x) está acotada en [a,b] [image: image141.png]




 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img00089.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image142.png]JkeR /

M-f)





 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img0000f.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image143.png]




 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img00090.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image144.png]fix) < M% Wz efa.b]





 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img0000f.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image145.png]


M no es el extremo superior de f, en contra de lo supuesto. Luego necesariamente ha de existir un [image: image146.png]c €[a,b] tal que fic) =M





 INCLUDEPICTURE "http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-Img0000f.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image147.png]


f(x) alcanza un máximo absoluto en [a,b]. 
Consecuencia (Teorema de Darboux): Si y=f(x) es continua en [a,b] [image: image148.png]


f(x) toma en dicho intervalo todos los valores comprendidos entre el máximo y el mínimo. ( Su demostración es inmediata a partir de la consecuencia del teorema de Bolzano y del teorema de Weierstrass. 

http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/39-1-u-continuidad.html
Sin duda, el teorema más importante en Estadística es el teorema del límite central. No solamente es importante desde el punto de vista teórico sino por su gran trascendecia en métodos estadísticos. 

Teorema del límite central.- Cuando el tamaño de la muestra (número de observaciones en cada muestra) se vuelve suficientemente grande, la distribución en el muestreo de la media se puede aproximar con la distribución normal. Esto es válido cualquiera que sea la distribución de los valores individuales en la población.

Ahora la pregunta que surge con todo seguridad en este momento es ¿que tamaño de muestra es "suficientemente grande". Se ha dedicado gran parte de la investigación estadística a esta pregunta particular. Los estadísticos han encontrado que no importa lo no normal que sea la distribución de la población, una vez que el tamaño de la muestra es, cuando menos menos de 30, la distribución en el muestreo de la media será aproximadamente normal.

La aplicación del teorema del límite central a diferentes poblaciones, se puede explicar con referencia a las sguientes figuras. Cada una de las distribuciones muestrales ilustradas se ha obtenido con el uso de la computadora para seleccionar 500 diferentes muestras a partir de sus respectivas distribuciones poblacionales. estas muestras se seleccionaron para tamaños variables (n = 2,4,8,16,32) a partir de cuatro distribuciones continuas diferentes (normal, uniforme, en forma de U y exponencial).

La primera figura, ilustra la distribución en el muestreo de la media seleccionada de una población normal. Es sabido, que si la población tiene distribución normal, la distribución en el muestreo de la media también tendrá distribución normal cualquiera que sea el tamaño de la muestra. En la figura se puede observar que para cada tamaño de muestra estudiado, la distribución en el muestreo de la media tiene una distribución aproximadamente normal.

[image: image149.png]



Distribución normal y distribución de la muestra de la media de 500 muestras de tamaño n= 2, 4, 8, 18, 32


La segunda figura, presenta la distribución en el muestreo de la media basada en una población que sigue una distribución continua (regular). Como se ilustra en el panel (a) de la la figura, para muestras de tamaño n = 1, cada valor en la población tiene la misma probabilidad. No obstante cuando se seleccionan muestras sólo de dos, hay un "máximo" o "limitación central". Por ello, en este caso se pueden observar más valores "cercanos a" la media de l apoblación, que en los extremos. Asimismo, conforme aumenta el tamaño de la muestra, la distribución en el muestreo de la media se aproxima con rapidez a una distribución normal. En este caso, uan vez que hay muestras de cuando menos ocho observaciones, la media muestral sigue, más o menos, una distribución normal.

[image: image150.png]



Distribución continua (rectangular) y distribución de la media de 500 muestras de tamaño n= 2, 4, 8, 18, 32


La tercera figura, se relaciona con la distribución en el muestreo de la media obtenida con la población en forma de U. En el panel (a) de la figura se puede observar que esta población, aunque es simétrica, tiene su menor frecuencia en el centro y su mayor frecuencia en los extremos inferior y superior de la distribución. Aunque la población tiene muy pocos valores cerca del centro, incluso cuando el tamaño de la muestra sea sólo de dos, muchas de las medias muestrales ya están reunidas alrededor del centro de las distribuciones. Un examen de los otros paneles revele que una vez que el tamaño de la muestra llega a ocho, la distribución en el muestreo de la media tiene distribución aproximadamente normal.

[image: image151.png]Al.f.d—(c ~.50
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Distribución en forma de U y distribución de la muestra de la media de 500 muestras de tamaño n= 2, 4, 8, 18, 32


Y por último la cuarta figura, ejemplifica la distribución en el muestreo de la media obtenida con una población con fuerte sesgamiento a la derecha, llamada la distribución exponencial. En la figura se aprecia que conforme aumenta el tamaño de la muestra, la distribución en el muestreo se vuelve menos sesgada. Cuando se toman muestras de tamaño 16, la distribución en el muestreo tiene un ligero sesgamiento, mientrás que, para muestras de tamaño 32, la distribución en el muestreo de la media parece tener distribución normal.

[image: image152.png]n=1
ay = (44





Distribución exponencial y distribución de la muestra de la media de 500 muestras de tamaño n= 2, 4, 8, 18, 32


Entonces, el Teorema del Límite Central es de importancia crucial en el uso de la inferencia estadística para llegar a conclusiones en cuanto a una población. Le permite al investigador hacer inferencias en cuanto a la media de la población sin tener que conocer la forma específica de la ditribución de la población. Esto significa que el estadístico muestral calculado, como la media muestral, la desviación estándar y la proporción, suministran la información necesaria para estimar los valores reales en la población.
1.2.6 Histograma.

Se utiliza en datos cuantitativos en distribuciones de frecuencia. Son rectángulos verticales unidos entre sí, en donde sus lados son los límites reales inferior y superior de clase y cuya altura es igual ala frecuencia de clase.

Con la distribución de frec. anterior se tiene:   
[image: image153.png].
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HISTOGRAMA

Un histograma es un resumen gráfico de la variación de un conjunto de datos. La naturaleza gráfica del histograma nos permite ver pautas que son difíciles de observar en una simple tabla numérica. Esta herramienta se utiliza especialmente en la Comprobación de teorías y Pruebas de validez. 
Cómo interpretar los histogramas: 
Sabemos que los valores varían en todo conjunto de datos. Esta variación sigue cierta pauta. El propósito del análisis de un histograma es, por un lado, identificar y clasificar la pauta de variación, y por otro desarrollar una explicación razonable y relevante de la pauta. La explicación debe basarse en los conocimientos generales y en la observación de las situaciones específicas y debe ser confirmada mediante un análisis adicional. Las pautas habituales de variación más comunes son la distribución en campana, con dos picos, plana, en peine, sesgada, truncada, con un pico aislado, o con un pico en el extremo. 
Construcción de un histograma: 
PASO 1 
Determinar el rango de los datos: RANGO es igual al dato mayor menos el dato menor; R = > - < 
PASO 2
Obtener en número de clases, existen varios criterios para determinar el número de clases ( o barras). Sin embargo ninguno de ellos es exacto. Algunos autores recomiendan de cinco a quince clases, dependiendo de como estén los datos y cuántos sean. Un criterio usado frecuentemente es que el número de clases debe ser aproximadamente ala raíz cuadrada del número de datos, por ejemplo, la raíz cuadrada de 30 ( número de artículos) es mayor que cinco, por lo que se seleccionan seis clases.
PASO 3 
Establecer la longitud de clase: es igual al rango entre el número de clases.
  
PASO 4
Construir los intervalos de clases: Los intervalos resultan de dividir el rango de los datos en relación al resultado del PASO 2 en intervalos iguales.
PASO 5 
Graficar el histograma: se hace un gráfico de barras, las bases de las barras son los intervalos de clases y altura son la frecuencia de las clases. Si se unen los puntos medios de la base superior de los rectángulos se obtiene el polígono de frecuencias. 
Ejemplo : 
A una fabrica de envases de vidrio, un cliente le está exigiendo que la capacidad de cierto tipo de botella sea de13 ml, con una tolerancia de más menos 1 ml. La fábrica establece un programa de mejora de calidad para que las botellas que se fabriquen cumplan con los requisitos del cliente. 
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Ejemplos de otros tipos de representaciones gráficas: 
Hay histogramas donde se agrupan los datos en clases, y se cuenta cuántas observaciones (frecuencia absoluta) hay en cada una de ellas. En algunas variables (variables cualitativas) las clases están definidas de modo natural, p.e sexo con dos clases: mujer, varón o grupo sanguíneo con cuatro: A, B, AB, O. En las variables cuantitativas, las clases hay que definirlas explícitamente (intervalos de clase). 
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Se representan los intervalos de clase en el eje de abscisas (eje horizontal) y las frecuencias, absolutas o relativas, en el de ordenadas (eje vertical). 


  
	 
 

 

 

A veces es más útil representar las frecuencias acumuladas. 
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O representar simultáneamente los histogramas de una variable en dos situaciones distintas. 


  
	  
  
  
Otra forma muy frecuente, de representar dos histogramas de la misma variable en dos situaciones distintas. 
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Otra forma 


  
	  
  
  
En las variables cuantitativas o en las cualitativas ordinales se pueden representar polígonos de frecuencia en lugar de histogramas, cuando se representa la frecuencia acumulativa, se denomina ojiva. 
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· Un histograma es un diagrama de barras que se utiliza para representar una distribución de frecuencias agrupadas de datos cuantitativos. 

· Un histograma debe tener: 

· Un título para identificar la población de donde salen los datos. 

· El eje horizontal en donde se colocan los valores de las clases. 

· El eje vertical en donde se representa el número de datos en cada una de las clases. También se puede utilizar la frecuencia relativa para hacer el histograma.

1.2.7 Histograma de frecuencia relativa.

1.3 Medidas de tendencia central.

Al describir grupos de observaciones, con frecuencia se desea describir el grupo con un solo número. Para tal fin, desde luego, no se usará el valor mas elevado ni el valor mas pequeño como único representante, ya que solo representan los extremos. mas bien que valores típicos. Entonces sería mas adecuado buscar un valor central.
Las medidas que describen un valor típico en un grupo de observaciones suelen llamarse medidas de tendencia central..Es importante tener en cuenta que estas medidas se aplican a grupos mas bien que a individuos.  un promedio es una característica de grupo, no individual.
Medidas de Tendencia Central
	Media aritmética
	Suma de los valores de una serie de medidas respecto del número de valores existentes. Su cálculo equivale a  xi/n, siendo n el tamaño de la muestra y xi cada uno de los valores.

	Mediana
	Valor que queda en el centro tras la división de una serie de valores ordenados en dos partes iguales, una superior y una inferior. Para determinarla debe seguirse los siguientes pasos: 
-ordenar los datos de menor a mayor
-si el número de datos es impar corresponde al que queda en el centro
-si el número de datos es par corresponde al valor medio de los dos datos centrales

	Moda
	Valor que se presenta con más frecuencia en una serie de mediciones.


1.3.1 Media aritmética, geométrica y ponderada.

Media aritmética
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La medida de tendencia central más obvia que se puede elegir, es el simple promedio de las observaciones del grupo, es decir el valor obtenido sumando las observaciones y dividiendo esta suma por el número de observaciones que hay en el grupo.
En realidad hay muchas clases de promedios y ésta se la llama media aritmética para denotar la suma de un grupo de observaciones dividida por su número.
*************************************************************************************************************************

Media aritmética 

Llamando xl, ..., xk a los datos distintos de un carácter en estudio, o las marcas de clase de los intervalos en los que se han agrupado dichos datos, y ni,..., nk a las correspondientes frecuencias absolutas de dichos valores o marcas de clase, llamaremos media aritmética de la distribución de frecuencias a 
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en donde n es la frecuencia total. 

	 Ejemplo 1: 


La media aritmética de las veinticinco familias encuestadas será: 
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es decir, las familias encuestadas tienen un número medio de hijos de 1'68. 

	 Ejemplo 2: 


Se midieron los niveles de colinesterasa en un recuento de eritrocitos en &mu;mol/min/ml de 34 agricultores expuestos a insecticidas agrícolas, obteniéndose los siguientes datos: 

	Individuo
	Nivel
	Individuo
	Nivel
	Individuo
	Nivel

	1
	10,6 
	13 
	12,2 
	25 
	11,8 

	2
	12,5 
	14 
	10,8 
	26 
	12,7 

	3 
	11,1 
	15 
	16,5 
	27 
	11,4 

	4
	9,2 
	16 
	15,0 
	28 
	9,3 

	5
	11,5 
	17 
	10,3 
	29 
	8,6 

	6
	9,9 
	18 
	12,4 
	30 
	8,5 

	7
	11,9 
	19 
	9,1 
	31 
	10,1 

	8
	11,6 
	20 
	7,8 
	32 
	12,4 

	9
	14,9 
	21 
	11,3 
	33 
	11,1 

	10
	12,5 
	22 
	12,3 
	34 
	10,2 

	11
	12,5 
	23 
	9,7 
	 
	 

	12
	12,3 
	24 
	12,0 
	 
	 


La distribución de frecuencias las marcas de clase será: 

	Intervalo
	Ii
	7'5-9
	9-10'5
	10'5-12
	12-13'5
	13'5-15
	15-16'5
	 

	Marca de Clase
	xi
	8'25
	9'75
	11'25
	12'75
	14'25
	15'75
	 

	Frecuencia 
	ni
	3 
	8 
	10 
	10 
	1 
	2 
	?ni=25 


la cual proporciona una media aritmética de 
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MEDIA ARITMETICA. 
Es la medida de tendencia central más utilizada en estadística y es la que se conoce como el promedio de las observaciones, sin embargo, debido a la confusión que hay con el término promedio. 
La media es el valor correspondiente a una línea imaginaria que compensa los valores que se exceden de la media y los que quedan por debajo de ésta; de esta manera, la media es mayor que el valor más pequeño, y menor que el valor más grande. 
Cuando se dispone de datos no agrupados, la media se puede calcular con precisión al sumar todos los valores observados y dividir el total entre el número de observaciones. Si las utilidades anuales de cinco empresas (en millones de dólares) fueron 2, 2, 4, 7 y 15, la media aritmética sería igual a: 
2 + 2 + 4 + 7 + 15    30   

-------------------- = ---- = 6

         5         5

Este número (6) sería la media poblacional si el sistema de interés contuviera sólo cinco empresas, por ejemplo, un sistema de interés son todos los fabricantes de aviones en los Estados Unidos o todos los fabricantes de cerveza en Detroit. Sería una media muestral si se refiere sólo a cinco empresas de entre un grupo de interés mucho mayor, como cinco entre docenas de fabricantes de aviones en el mundo o cinco entre cientos de cervecerías en los Estados Unidos. El procedimiento anterior se resume como: 
Para una población: 
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Para una muestra: 
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en donde [image: image167.png]Ix



es la suma de todos los valores de la población (o muestra) observados, N es el número de observaciones en la población y n es el de observaciones en la muestra. 
Propiedades de la media aritmética 
1. La suma de las desviaciones o diferencias de cada valor respecto a la media es igual a cero. 

2. La suma de los cuadrados de las desviaciones de cada valor respecto a la media es un valor mínimo. 

3. La media puede utilizarse para determinar el valor total de la población. (Número de elementos) * (Media) = Total de la población 

4. La media se afecta sustancialmente hacia arriba o hacia abajo con la presencia de valores extremos (muy grandes o muy pequeños) respecto a la media. 

EJEMPLO Mediante el uso de la tabla 3.1, calcule la media aritmética de las utilidades ganadas por las 100 multinacionales más grandes con oficinas en los Estados Unidos. 
Tabla 3.1 
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SOLUCION [image: image169.png]Ix /N




= (78 662 / 100) = 782.62 millones de dólares 

La solución se puede encontrar por cálculo manual o, mucho más rápidamente, por computadora después de que los datos de la tabla 3.2 se le hayan introducido. 
Media geométrica

La media geométrica de un conjunto de observaciones es la raíz n ésima de su producto. El cálculo de la media geométrica exige que todas las observaciones sean positivas.
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MEDIA GEOMETRICA. 

Esta es una medida que puede aplicarse al crecimiento exponencial o interés compuesto, pues obtiene la raíz enésima de un grupo de n datos multiplicados entre sí, por ejemplo, la raíz cúbica del producto de 3 datos, o la raíz octava del producto de 8 datos. El resultado obtenido, al elevarse a la potencia enésima, produce el producto de todos los datos multiplicados entre sí. 

Para una población: 
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Para una muestra: 
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Características de la media geométrica: 

1. El cálculo de la media geométrica está basado en todos los elementos de un conjuntos de datos. El valor de cada elemento de dicho conjunto afecta así el valor de la media geométrica. 

2. Si uno de los valores es cero, el valor de G es cero. 

3. Si uno de los valores es negativo y el número de datos es par, el valor de G es imaginario y no tiene interpretación. 

Si uno de los valores es negativo y el número de datos es impar, aunque G existe, su valor no es representativo. 

4. La media geométrica es afectada por valores extremos en una menor cantidad que lo es la media aritmética. Por ejemplo, la media geométrica de los valores 1, 4 y 16 es 4, mientras que la media aritmética de los mismos valores es 7. El valor 7 es más cercano al valor alto 16 que el valor 4 lo es de 16. El valor de G es siempre menor que el valor de la media de los mismos datos, excepto cuando todos los valores en una serie son iguales, tales como la media geométrica y la media aritmética para los valores 4, 4 y 4 que son ambas 4. 

5. La media geométrica da igual ponderación a las tasas de cambio iguales. En otras palabras, al promediar tasas de cambio geométricamente, la tasa que muestra el doble de su base es compensada por la otra que muestra la mitad de su base; la tasa que muestra un quinto de su base; y así sucesivamente. Las tasas de cambio son ordinariamente expresadas en porcentajes. Puesto que la base de cada proporción expresada en porciento es siempre igual a 100%, el promedio de dos proporciones las cuales se compensan deberá ser 100% también. 

6. La media geométrica de las proporciones de los valores individuales con respecto a cada valor precedente en una secuencia de valores es la única medida de tendencia central apropiada para las proporciones. La media aritmética de las proporciones no dará un resultado consistente. 

EJEMPLO Las ventas mensuales de una tienda por departamentos y las proporciones de las ventas mensuales a la ventas en cada mes previo de Enero a Mayo, están dadas en la tabla siguiente: 

Tabla 3.3
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Calcule la media geométrica así como la media aritmética de las tasas y compárelas. 

SOLUCION La media geométrica de las tasas es 1.20 ó 120% y la media aritmética es 1.305 ó 130.5%. 

Comparación de las ventas calculadas mediante la media aritmética y la media geométrica: 

Tabla 3.4
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Media armónica

Es el inverso de la media aritmética de los inversos de las observaciones.
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MEDIA ARMONICA. 

La media armónica (H) de n observaciones X1, X2, ... , Xn es el inverso (multiplicativo) de la media aritmética de los inversos de las observaciones. 

Para la población: 
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Para la muestra: 
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Características de la media armónica: 

1. La media armónica como la media aritmética y la geométrica, se calcula usando todos los elementos en un conjunto de valores. El valor de cada elemento en todos los datos afecta, por lo tanto, el valor de la media armónica. Sin embargo, la media armónica es aun menos afectada por valores extremos que la media geométrica. La magnitud relativa de las tres diferentes medias para los mismos datos puede ser expresada como sigue: 
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2. La media armónica no es tan frecuentemente usada como una medida de tendencia central de un conjunto de datos como es la media aritmética. Sin embargo, es útil en caos especiales para promediar velocidades. La razón de cambio usualmente indica la relación entre dos tipos diferentes de unidades de medida que pueden ser expresadas recíprocamente. Por ejemplo si una persona caminó 10 millas en 2 horas, la razón de su velocidad de caminar puede ser expresada: 

3. 
    10 millas

4. 
    ------------ = 5 millas/hora

5. 
    2 horas

6. ó reciprocamente, 

7. 
    2 horas

8. 
    ----------- = 1/5  horas/milla

9. 
    10 millas

10. La media armónica deberá usarse cuando un valor constante, el cual tiene la misma unidad que el numerador ( millas) de cada razón dada, es igualmente aplicable a cada elemento en los datos. 

EJEMPLO Si un automóvil recorre las primeras 10 millas a 30 mph y las segundas a 60 mph, a primera vista pareciera que la velocidad promedio de 30 y 60 es de 45 mph. Pero este tipo de media se suele definir en Física como la distancia total recorrida divida entre el tiempo total empleado en recorrerla, y como la distancia total es de 20 millas y el tiempo total es 1/3 + 1/6 de hora, se tiene que la velocidad media es: 

vel = 20 / ( 1/3 + 1/6 ) = 40 mph 

Es interesante observar que esta media se puede calcular como una media armónica de 30 y 60, es to es: 

H = 2 / ( 1 / 30 + 1 / 60 ) = 40 mph.

Media ponderada

En ciertas circunstancias no todas las observaciones tienen igual peso. En general si se tienen observaciones con sus respectivos pesos es:
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MEDIA PONDERADA. 
La media o promedio simple es la medida de tendencia central más utilizada; sin embargo, cuando algunos de los valores por promediar son más importantes que otros, por ejemplo, al evaluar a un empleado, su calificación en conocimientos, puntualidad, presentación y otros conceptos tiene una importancia relativa diferente en función a quién, hace la evolución. 
Tal vez no sea lo mismo un empleado con 10 en conocimientos, 10 en puntualidad y 7 en presentación (promedio = 9), que otro con 10 en conocimientos, 7 en puntualidad y 10 en presentación (promedio = 9). 
Cuando los valores por promediar tienen diferentes grados de importancia entre sí, debe utilizarse el promedio ponderado, el cual aplica un factor de ponderación (o importancia relativa) a cada uno de los valores que se van a promediar. 
Para una población: 
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Para una muestra: 
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donde [image: image182.png]Tw i



es la suma de todos los pesos (w) multiplicada por los valores observados (X), en tanto que [image: image183.png]Tw



es igual a N (el número de observaciones de la población) o n (e número de observaciones de la muestra). 
EJEMPLO En una empresa dada, el sueldo por hora es de 5 dólares para 100 trabajadores, de 10 dólares para 50 trabajadores y de 15 dólares para diez trabajadores. ¿Cuál es el sueldo promedio? 
SOLUCION 
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= ((100*5) + (50*10) + (10*15)) / (100 + 50 + 10) = 7.19

El resultado dista mucho del sueldo por hora promedio no ponderado de 10 dólares. 

1.3.2 Mediana.

Otra medida de tendencia central que se utiliza con mucha frecuencia es la mediana, que es el valor situado en medio en un conjunto de observaciones ordenadas por magnitud.
La mediana

La mediana (Md) es una medida de posición que divide a la serie de valores en dos partes iguales, un cincuenta por ciento que es mayor o igual a esta y otro cincuenta por ciento que es menor o igual que ella. Es por lo tanto, un parámetro que esta en el medio del ordenamiento o arreglo de los datos organizados, entonces, la mediana divide la distribución en una forma tal que a cada lado de la misma queda un número igual de datos.

Para encontrar la mediana en una serie de datos no agrupados, lo primero que se hace es ordenar los datos en una forma creciente o decreciente y luego se ubica la posición que esta ocupa en esa serie de datos; para ello hay que determinar si la serie de datos es par o impar, luego el número que se obtiene indica el lugar o posición que ocupa la mediana en la serie de valores, luego la mediana será el número que ocupe el lugar de lo posición encontrada. 
Mediana
La mediana es otra medida de posición, la cual se define como aquel valor de la variable tal que, supuestos ordenados los valores de ésta en orden creciente, la mitad son menores o iguales y la otra mitad mayores o iguales 

Así, si en la siguiente distribución de frecuencias, 

	xi
	ni
	Ni

	0
	3
	3

	1
	2
	5

	2
	2
	7

	
	7
	


ordenamos los valores en orden creciente, 

0   0   0   1   1   2   2

el 1 será el valor que cumple la definición de mediana. 

Lógicamente, en cuanto el valor de la frecuencia total sea ligeramente mayor, este procedimiento resulta inviable. Por esta razón, daremos a continuación una fórmula que permita calcularla. No obstante, será necesario distinguir los casos en los que los datos vengan agrupados de aquellos en los que vengan sin agrupar. 

· Datos sin agrupar: 

Las gráficas siguientes, correspondientes a un diagrama de frecuencias absolutas acumuladas, recogen las dos situaciones que se pueden presentar: 
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Si la situación es como la de la figura de la derecha, es decir, si 

Si la situación que se presenta es como la de la figura de la izquierda, entonces la mediana queda indeterminada, aunque en este caso se toma como mediana la media aritmética de los dos valores entre los que se produce la indeterminación; así pues, si 

Nj-1 = n/2 < Nj

entonces la mediana es 
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	 Ejemplo 1: 


La distribución de frecuencias acumuladas del ejemplo del número de hijos era 

	Nº de hijos(xi)
	0 
	1 
	2 
	3 
	4 

	Frecuencias Acumuladas(Ni)
	5 
	11
	19
	23
	25


y como es n/2=12'5 y en consecuencia 

11 < 12'5 < 19

la mediana será Me= 2. 

· Datos Agrupados 

Las gráficas siguientes, correspondientes a polígonos de frecuencias absolutas acumuladas, nos plantea de nuevo dos situaciones diferentes a considerar: 
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El más sencillo, el de la derecha, en el que existe una frecuencia absoluta acumulada Nj tal que n/2 = Nj, la mediana es Me = xj. 

Si la situación es como la que se representa en la figura de la izquierda, en la que 

Nj-l < n/2 < Nj
entonces, la mediana, está en el intervalo [xj-1, xj), es decir entre xj-1 y xj, tomándose en ese caso, por razonamientos de proporcionalidad, como mediana el valor 

[image: image188.png]



siendo cj la amplitud del intervalo [xj-1, xj). 

	 Ejemplo: 


La distribución de frecuencias del ejemplo de los niveles de colinesterasa es: 

	Intervalo
	Ii
	7'5-9
	9-10'5
	10'5-12
	12-13'5
	13'5-15
	15-16'5

	Frecuencia 
	ni
	3 
	8 
	10 
	10 
	1 
	2 

	Frecuencia Acumulada
	Ni
	3 
	11 
	21 
	31 
	32 
	34 


Al ser n/2 = 17 y estar 

11 < 17 < 21

la mediana estará en el intervalo [10'5 , 12), y aplicando la fórmula anterior, será 
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MEDIANA. 
Es valor del elemento de la posición central de los datos individuales, ordenados de mayor a menor (o viceversa), y es el punto que marca la mitad de valores mayores que él, es decir, está a la mitad, con el 50% de valores a su derecha y el 50% de valores a su izquierda. 
Es la medida de tendencia central más utilizada en estadística y es la que se conoce como el promedio de las observaciones, sin embargo, debido a la confusión que hay con el término promedio. 
Para calcular la mediana: 
· Ordene los datos, de mayor a menor o viceversa. 

· Calcule la posición de la mediana: 

·                

 n + 1     N + 1

· Pisición de la mediana = ------- = -------

·                             2         2

· Determine el elemento de la posición central, que es finalmente la mediana. (Si el número de datos es par, deberá obtener el promedio del valor de los dos elementos centrales.) 

Características básicas de la mediana 
1. El valor de la mediana se afecta por el número de datos, no por la magnitud de ningún valor extremo. 

2. Es igualmente probable que cualquier observación escogida al azar sea mayor o menor que la mediana. 

3. Se puede determinar, incluso en distribuciones con intervalos abiertos. 

4. La suma de los cuadrados de las desviaciones respecto a la mediana es un valor mínimo. 

En los casos en que los datos contengan valores extremos, y considerando la cuarta propiedad de la media, es mejor utilizar la mediana en lugar de la media como medida de tendencia central. 
EJEMPLO Use los datos de la tabla 3.2 para calcular la utilidad mediana obtenida por las cien multinacionales más grandes de los Estados Unidos. 
Tabla 3.2 

[image: image190.png]1080 | 119|257 | 405 | ase | 535 | 7os | 835 | rrer | 13s2
wrs | v | e | ws | e | we | v | e | v [ ame
am | e | o | e | e | wme | e | e | v [ oz
e [ ves | s | s | osss [ s [ 7 [ e | oross | e
ot e | am | e | s | oo | owie | e | wer | oo
[ | am | e | wie | o | e | s | 7 | 0
s |2 | e | e | sz [ ome [ [ on | s | aw
e 2o [ we | eer | s | e | e [ e | veme | o
o [z [ wmo | e | s | e | rer [ e | vent | e
9 | 250 | aos | e | s | ese | ans | v | west | s





SOLUCION El arreglo ordenado tiene un par de observaciones. En consecuencia, hay dos valores centrales de 532 y 535 millones de dólares. La mediana es la media aritmética, es decir, 
(532 millones + 535 millones) / 2 = 533.3 millones de dólares

que es un número muy distinto de la media aritmética de todas las cifras 

1.3.3 Moda.

Otra medida de tendencia central es la moda. La moda es el valor que ocurre con mas frecuencia en un conjunto de observaciones.
La moda

La moda es la medida de posición que indica la magnitud del valor que se presenta con más frecuencia en una serie de datos; es pues, el valor de la variable que más se repite en un conjunto de datos. De las medias de posición la moda es la que se determina con mayor facilidad, ya que se puede obtener por una simple observación de los datos en estudio, puesto que la moda es el dato que se observa con mayor frecuencia. La moda se designa con las letras Mo.
Moda 
La moda se define como aquel valor de la variable al que corresponde máxima frecuencia (absoluta o relativa). Para calcularla, también será necesario distinguir si los datos están o no agrupados. 

· Datos sin agrupar: 

Para datos sin agrupar, la determinación del valor o valores (ya que puede haber más de uno) modales es muy sencilla. Basta observar a que valor le corresponde una mayor ni. Ese será la moda. 

Así en el ejemplo del número de hijos, la simple inspección de la tabla siguiente proporciona como valor para la moda el Md = 2. 

	Nº de hijos(xi)
	0 
	1 
	2 
	3 
	4 

	Nº de familias(ni)
	5 
	6
	8
	4
	2
	?ni=25


· Datos agrupados: 

Si los datos se presentan agrupados en intervalos es necesario, a su vez, distinguir si éstos tienen o no igual amplitud. 

Si tienen amplitud constante c, una vez identificado el intervalo modal [xj-1, xj), es decir el intervalo al que corresponde mayor frecuencia absoluta nj = max{nl, ..., nk}, la moda se define, también por razones geométricas, como 
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	 Ejemplo: 


Este ejemplo presenta un caso de distribución bimodal, ya que tanto el intervalo [10'5 - 12) como el [12 - 13'5) tienen frecuencia absoluta máxima. Deberíamos aplicar, por tanto, para cada uno de los dos intervalos la fórmula anterior, determinando así las dos modas de la distribución. No obstante, este ejemplo presenta además la peculiaridad adicional de ser ambos intervalos modales contiguos. En esta situación se considera la distribución unimodal, eligiendo como moda el extremo común, Md = 12. 

Si los intervalos tuvieran distinta amplitud cj, primeros debemos normalizar las frecuencias absolutas nj, determinando los cocientes 
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y luego aplicar la regla definida para el caso de intervalos de amplitud constante a los lj. Es decir, primero calcular el lj = max{l1,...., lk} para determinar el intervalo modal [xj-1, xj) y luego aplicar la fórmula 
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siendo cj la amplitud del intervalo modal [xj-1, xj). 

	 Ejemplo: 


Las frecuencias normalizadas correspondientes al ejemplo de intervalos con distinta amplitud serán, 

	Ii
	ni
	li

	0-20
	8 
	0'4 

	20-30 
	9 
	0'9 

	30-40 
	12 
	1'2 

	40-45 
	10 
	2 

	45-50 
	9 
	1'8 

	50-60 
	10 
	1 

	60-80 
	8 
	0'4 

	80-100 
	4 
	0'2 


con lo que el intervalo modal es el [40 - 45) y la moda 
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A diferencia de lo que ocurre con la media o con la mediana, sí es posible determinar la moda en el caso de datos cualitativos. Así, en el ejemplo del tratamiento de radiación seguido de cirugía puede afirmarse que la causa modal por la que no fue completado el tratamiento es Md = rehusaron cirugía.

MODA. 
La moda es el valor más frecuente de un conjunto de datos en ocasiones se presentan dos o más valores que se repiten con mayor frecuencia. En este caso, a los datos se les conoce como bimodales o multimodales, respectivamente. 
La moda es la única medida de tendencia central que se puede aplicar a datos del tipo cualitativo, por ejemplo: analizar el color de ojos (café, negro, azul) de una población. Es muy fácil de determinar, basta con observar detenidamente al conjunto de datos y ver cuál es el que más se repite; sin embargo, no es muy útil por que puede ocurrir que una distribución tenga dos o más valores que se repitan con la misma frecuencia, en tal caso se tienen dos o mas modas. También puede ocurrir que no exista ningún valor que se repita y entonces no habrá moda. Por otra parte puede ser un valor extremo el de mayor frecuencia y difícilmente podría ser considerado una medida de tendencia central. 
En la práctica, la moda raras veces se usa para describir datos no agrupados, es mucho más frecuente su designación para datos agrupados. 
1.4 Medidas de dispersión.

La dispersión puede medirse en términos de la diferencia entre dos valores seleccionados del conjunto de datos. Las medidas de distancia son: el alcance, el alcance interfractil y el alcance intercuartil.

Alcance.

Es la diferencia entre el más alto y el más pequeño de los valores observados.

Alcance = valor de la observación más alta – valor de la observación más pequeña

El alcance es fácil de entender y de encontrar, pero su utilidad como medida de dispersión es limitada. Sólo toma en cuenta los valores más alto y más bajo de una distribución y no considera ninguna otra observación del conjunto de datos. Ignora la naturaleza de la variación entre todas las demás observaciones, y se ve muy influido por los valores extremos.

Las distribuciones de extremo abierto no tienen alcance, pues no existe un valor más alto o más bajo en la clase de extremo abierto.

Alcance interfractil.

En una distribución de frecuencias, una fracción o proporción dada de los datos cae en un fractil o por debajo de éste. La mediana, por ejemplo, es el fractil 0,5, puesto que la mitad de los datos es menor o igual a este valor. Los fractiles son parecidos a los porcentajes. En una distribución cualquiera, el 25% de los datos está en el fractil 0,25 o por debajo de éste; igualmente, 25% de los datos cae en el vigésimo quinto percentil o por debajo de éste. El alcance interfractil es una medida de la dispersión entre dos fractiles de una distribución de frecuencias, es decir, la diferencia entre los valores de los dos fractiles.

Los fractiles tienen nombres especiales, dependiendo del número de partes iguales en que se dividen los datos. Los fractiles que los dividen en 10 partes iguales se conocen como deciles. Los cuartiles dividen los datos en cuatro partes iguales. Los percentiles dividen el conjunto de datos en 100 partes iguales.

Alcance intercuartil.

El alcance intercuartil mide aproximadamente qué tan lejos de la mediana tenemos que ir en cualquiera de las dos direcciones antes de que podamos recorrer una mitad de los valores del conjunto de datos. Para calcular este alcance, dividimos nuestros datos en cuatro partes, cada una de las cuales contiene 25% de los elementos de la distribución. Los cuartiles son, entonces, los valores más alto y más bajo de estas cuatro partes, y el alcance intercuartil es la diferencia entre los valores del primer cuartil y el tercer cuartil.

SUGERENCIA

El punto fractil es siempre el punto en el o debajo del cual cae la proporción establecida de valores.

Medidas de Dispersión
	Amplitud
	Diferencia entre los valores mayor y menor de un conjunto de datos obtenidos en una medición.

	Coeficiente de variación
	Equivale a la desviación típica expresada en porcentaje respecto de la media aritmética. Es la desviación típica partido por la media aritmética.

	Desviación estandar
	Medida de la dispersión de una distribución de frecuencias respecto de su media. Equivale a la raiz cuadrada de la varianza. Se expresa como  si corresponde a la población total o como s si corresponde a una muestra de la población
	

	Rango
	Medida equivalente a la amplitud
	

	Valor Z
	Medida del número de desviaciones estandar que un valor se aleja de la media 

Z= (xi - X) / s o Z= (xi -  ) /  
	

	Varianza
	Medida de la variación de una serie de observaciones respecto de la media. Equivale a la dispersión respecto de la media en una serie de datos continuos. Su cálculo corresponde a:  (xi-  )2/n si corresponde a la población total o  (xi- X)2/(n-1) si corresponde a una muestra de esa población, siendo  o X la media, n el tamaño de la población o de la muestra y xi cada uno de los valores.
	


1.4.1 Varianza.

Existe otro mecanismo para solucionar el efecto de cancelación para entre diferencias positivas y negativas. Si elevamos al cuadrado cada diferencia antes de sumar, desaparece la cancelación:
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Esta fórmula tiene una desventaja, y es que sus unidades no son las mismas que las de las observaciones, ya que son unidades cuadradas.
Esta dificultad se soluciona, tomando la raíz cuadrada de la ecuación anterior:
Varianza

Es otra de las variaciones absolutas y la misma se define como el cuadrado de la desviación típica; viene expresada con las mismas letras de la desviación típica pero elevadas al cuadrado, así S2 y s2. Las formulas para calcular la varianza son las mismas utilizadas por la desviación típica, exceptuando las respectivas raíces, las cuales desaparecen al estar elevados el primer miembro al cuadrado.

Varianza 

Denotando por x1,...,xk los datos o las marcas de clase, llamaremos varianza a 
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siendo a la media de la distribución. 

Así en el ejemplo del número de hijos la varianza es 

s2 = 4'24 - (1'68)2 = 1'4176. 

y en ejemplo de los niveles de colinesterasa 

s2 = 133'97 - (11'426)2 = 3'42. 

Al valor 
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se le denomina cuasivarzanza. 

VARIANZA. 
Una medida de dispersión mucho más común, que se calcula al promediar los cuadrados de las desviaciones individuales a partir de la media, es la media de desviaciones cuadráticas o la varianza. 
La varianza es una medida de dispersión promedia de un conjunto de datos. Para una población se construye al tomar la diferencia entre cada valor observado y la media poblacional, elevando al cuadrado cada una de estas desviaciones y luego hallando la media aritmética de los valores cuadrados. Para una muestra, una expresión casi análoga se construye con la ayuda de su media. 
Para una población 
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Para una muestra 
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EJEMPLO Calcule la varianza para una población de N = 5 valores: 2, 2, 4, 7 y 15. 
SOLUCION Vease la tabla 3.5 que muestra la forma en que la varianza se calcula para datos poblacionales, procedimiento por demás tedioso cuando el numero de observaciones es grande. Los programas modernos para computadora efectúan con suma rapidez este tipo de operación. 
Tabla 3.5
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PROBLEMAS PRACTICOS 
Por desgracia hay dos problemas prácticos relacionados con el uso de concepto de varianza. Primero la varianza tiende a ser un número grande en comparación con las observaciones cuya dispersión haya de describirse. Cuando las observaciones originales son iguales a unos pocos miles de millones, su varianza puede ser igual a muchos cientos de miles de millones. En segundo término, y más grave es que la varianza , siendo un número elevado al cuadrado no se expresa en las mismas unidades que los valores observados en sí. 
Pero también hay buenas noticias: ambas dificultades conceptuales se pueden vencer de un solo golpe al trabajar con la raíz cuadrada de la varianza, concepto el cual vemos en seguida. 
1.4.2 Desviación estándar.

VARIANZAY DESVIACIÓN ESTÁNDAR

La varianza se asemeja a la desviación media absoluta en que se basa en la diferencia entre cada valor del conjunto de datos y la media del grupo. Pero se distingue de ella en un muy importante aspecto: cada diferencia se eleva al cuadrado antes de sumarse. En el caso de una población, la varianza se representa con V(X) o, más habitualmente, con la letra griega minúscula o2 ("sigma cuadrada"). La fórmula es
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A diferencia de lo que ocurre con las demás estadísticas muestrales ya expuestas, la varianza de una muestra no equivale exactamente, en términos de cálculo, a la varianza de una población. El denominador de la fórmula de la varianza muestral es un tanto distinto. En esencia, en esta fórmula se incluye un factor de corrección, a fin de que la varianza muestral sea un estimador insesgado de la varianza de la población. La varianza muestral es representada por s2; su fórmula es
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En general, es difícil interpretar el significado del valor de una varianza, porque las unidades en las que se le expresa son valores elevados al cuadrado. Debido en parte a esta razón, es más frecuente el uso de la raíz cuadrada de la varianza, representada por la letra griega a (o por s en el caso de una muestra) y llamada desviación estándar. Las fórmulas son:

Desviación estándar de la población:
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Desviación estándar de la muestra:
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La desviación estándar es particularmente útil en conjunción con la así llamada distribución normal.

EJEMPLO   En relación con los datos de ventas de equipo de aire acondicionado dados en el ejemplo anterior, la media aritmética es 10.5 unidades (véase sección 2.2). Considerando estos datos de ventas mensuales como la población estadística de interés, la desviación estándar se determina como sigue, de acuerdo con los cálculos de la tabla 3.2:
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Tabla 3.2
Hoja de trabajo para el cálculo de la desviación estándar de la población de los datos de ventas (u= 10.5)
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3.7
CÁLCULOS SIMPLIFICADOS DE LA VARIANZA Y LA DESVIACIÓN ESTÁNDAR

Las fórmulas de la sección 4.6 se llaman fórmulas de desviaciones, porque en cada caso deben determinarse las desviaciones específicas de los valores individuales respecto de la media. Sin embargo, se han derivado ya otras fórmulas, matemáticamente equivalentes pero que no requieren de la determinación de cada desviación. Dado que por lo general estas fórmulas son más fáciles de utilizar en la realización de cálculos, se llaman fórmulas de cálculo.

Las fórmulas de cálculo son:




Varianza de la población:
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Desviación estándar de la población:
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Varianza de la muestra:
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Desviación estándar de la muestra: 
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EJEMPLO   En referencia a los datos de ventas de equipos de aire acondicionado presentados en el ejemplo anterior, calculamos a continuación la desviación estándar de la población con el uso de la fórmula de cálculo alternativa y de la tabla 3.3 para demostrar que la respuesta es la misma que la obtenida con la fórmula de desviación del ejemplo 6. La media de estos datos es 10.5 unidades.
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Tabla 3.3
Hoja de trabajo para el cálculo de la desviación estándar de la población de los datos de ventas
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3.8
CRITERIO MATEMÁTICO ASOCIADO CON LA VARIANZA Y LA DESVIACIÓN ESTÁNDAR

En la sección 2.7 describimos el criterio de mínimos cuadrados y establecimos que la media aritmética es la medida de posición de datos que satisface este criterio. Remitámonos ahora a la fórmula para advertir que la varianza es de hecho una media aritmética, en el sentido de que es la suma de algo (desviaciones al cuadrado en este caso) dividida entre el número de tales valores. Exclusivamente desde este punto de vista, la varianza se asocia por lo tanto con el criterio de mínimos cuadrados. Nótese también que la suma de las desviaciones al cuadrado en el numerador de la fórmula de la varianza es precisamente la suma que se reduce al mínimo al usar la media aritmética como medida de posición. Por consiguiente, la varianza y su raíz cuadrada, la desviación estándar, tienen una estrecha relación matemática con la media, y ambas se emplean en inferencia estadística con datos muestrales.

EJEMPLO   Remítase a la tabla 3.2, la hoja de trabajo que se usó para calcular la desviación estándar de los datos de ventas del ejemplo anterior. Obsérvese que la suma de las desviaciones al cuadrado, 86.00, la cual es el numerador de la fórmula de la desviación estándar, no puede reducirse optando por cualquier otra medida de posición con un valor diferente a la media de la población de 10.5.

3.9 USO DE LA DESVIACIÓN ESTÁNDAR EN LA DESCRIEPCIÓN DE DATOS

Tal como se asentó en la sección anterior, la desviación estándar se emplea junto con varios métodos de inferencia estadística expuestos en posteriores capítulos de este libro. La descripción de esos métodos escapa al interés del presente capítulo. Sin embargo, aparte de los usos de la desviación estándar en la inferencia, introduciremos brevemente aquí un uso de la desviación estándar en la descripción de datos. Considérese una distribución de valores de datos tanto simétrica como mesocúrtica (ni plana ni afilada). La curva de frecuencias de una distribución de este tipo se llama curva normal. En un conjunto de valores con distribución normal, siempre ocurre que aproximadamente 68% de los valores quedan incluidos dentro de un margen de una desviación estándar respecto de la media y que aproximadamente 95% de los valores quedan incluidos dentro de un margen de dos unidades de desviación estándar respecto de la media. Estas observaciones se representan como diagramas en las figuras 3-2a) y b), respectivamente. Así, además de asociarse con el criterio de mínimos cuadrados, la media y la desviación estándar se emplean también en el análisis de variables con distribución normal.

[image: image213.jpg]e

X
p-20 n p+2o
b)





Fig. 3-2

EJEMPLO  Se observa que las cuentas de energía eléctrica de una zona residencial correspondientes al mes de junio tienen una distribución normal. Si se calcula que la media de estas cuentas es de $84.00, con una desviación estándar de $24.00, de ello se desprende que aproximadamente 68% de las cantidades facturadas se encuentran dentro de un margen de $24.00 respecto de la media, o entre $60.00 y $108,00. Asimismo se desprende también que aproximadamente 95% de las cantidades facturadas se hallan dentro de un margen de $48.00 respecto de la media, o entre $36.00 y $132.00.

http://www.universidadabierta.edu.mx/SerEst/Apuntes/VelascoRoberto_MetodEstad.htm
Desviacion tipica o estandar

Es la medida de dispersión más utilizada en las investigaciones por ser la más estable de todas, ya que para su calculo se utilizan todos los desvíos con respecto a la media aritmética de las observaciones, y además, se toman en cuenta los signos de esos desvíos. Se le designa con la letra castellana S cuando se trabaja con una muestra y con la letra griega minúscula s (Sigma) cuando se trabaja con una población. Es importante destacar que cuando se hace referencia a la población él número de datos se expresa con N y cuando se refiere a la muestra él número de datos se expresa con n. La desviación típica se define como:

Interpretacion de la desviacion estandar

La desviación típica como medida absoluta de dispersión, es la que mejor nos proporciona la variación de los datos con respecto a la media aritmética, su valor se encuentra en relación directa con la dispersión de los datos, a mayor dispersión de ellos, mayor desviación típica, y a menor dispersión, menor desviación típica.

Desviación estándar de la población.

La desviación estándar de la población, o  , es simplemente la raíz cuadrada de la varianza de la población. Como la varianza es el promedio de las distancias al cuadrado que van desde las observaciones a la media, la desviación estándar es la raíz cuadrada del promedio de las distancias al cuadrado que van desde las observaciones a la media. La desviación estándar está en las mismas unidades que las que se usaron para medir los datos.

La raíz cuadrada de un número positivo puede ser tanto positiva como negativa. Cuando tomamos la raíz cuadrada de la varianza para calcular la desviación estándar, los estadísticos solamente consideran la raíz cuadrada positiva.

Para calcular la varianza o la desviación estándar, construimos una tabla utilizando todos los elementos de la población.

Usos de la desviación estándar.

La desviación estándar nos permite determinar, con un buen grado de precisión, dónde están localizados los valores de una distribución de frecuencias con relación a la media. El teorema de Chebyshev dice que no importa qué forma tenga la distribución, al menos 75% de los valores caen dentro de + 2 desviaciones estándar a partir de la media de la distribución, y al menos 89% de los valores caen dentro de + 3 desviaciones estándar a partir de la media.

Con más precisión:

· Aproximadamente 68% de los valores de la población cae dentro de + 1 desviación estándar a partir de la media. 

· Aproximadamente 95% de los valores estará dentro de + 2 desviaciones estándar a partir de la media. 

· Aproximadamente 99% de los valores estará en el intervalo que va desde tres desviaciones estándar por debajo de la media hasta tres desviaciones estándar por arriba de la media. 

Resultado estándar:

La desviación estándar es también útil para describir qué tan lejos las observaciones individuales de una distribución de frecuencias se apartan de la media de la distribución. Una medida que se conoce como resultado estándar nos da el número de desviaciones estándar que una observación en particular ocupa por debajo o por encima de la media:

Resultado estándar = (x -  ) / 

DESVIACION ESTANDAR: 
La medida de resumen de dispersión más importante se deriva a su vez, de la varianza: 
La desviación estándar es igual a la raíz cuadrada positiva de la varianza. Una medida de desviación estándar tiene una ventaja inmediata sobre la varianza: Cae en el mismo intervalo de magnitud y se expresa en las mismas unidades que las observaciones mismas. En consecuencia, la desviación estándar de los datos de la tabla 3.6 es igual a raíz(23.6) = 4.86; la desviación estándar para los datos de utilidad de la tabla 3.1 es igual a raíz(704 408.34 millones de dólares al cuadrado) = 839.29 millones. 
Para una población 
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Para una muestra 
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CALCULOS ABREVIADOS DE VARIANZA Y DESVIACION ESTANDAR. 
A menos que la varianza o la desviación estándar hayan de calcularse en computadora, es bueno utilizar un procedimiento abreviado matemáticamente que equivale a las fórmulas que se han dado. 
Para una población 
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Para una muestra 
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PROBLEMA Reconsidere los datos de población dados en la primera columna de la tabla 3.5 para calcular ala varianza y la desviación estándar o el método breve. 
SOLUCION: Vea la tabla 3.6 que llega al mismo resultado de la tabla 3.5. 
Tabla 3.6
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1.4.3 Desviación media.

Desviación media

Esta medida es mas acorde que la de amplitud, ya que involucra a todos los valores del conjunto de observaciones corrigiendo la desviación. Ésta medida se obtiene calculando la media aritmética de la muestra, y luego realizando la sumatoria de las diferencias de todos los valores con respecto de la media. Luego se divide por el número de observaciones. Una medida como ésta tiene la ventaja de que utiliza cada observación y corrige la variación  en el número de observaciones al hacer la división final. Y por último también se expresa en las mismas unidades que las observaciones mismas.
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DESVIACION MEDIA ABSOLUTA . 
La desviación media absoluta es una medida de dispersión promedio de un conjunto de datos, es igual a la media aritmética de todas las diferencias absolutas entre cada observación individual y la media del conjunto de datos ( ó aveces, la mediana ), Para datos no agrupados, tenemos; Para una población . 
Para una población 
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Para una muestra 
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PROBLEMA Encuentre la desviación media absoluta de la lista de utilidades de la tabla 3.2 , ya sea al aplicar la fórmula o mediante computadora. 
SOLUCION Usando la fórmula anterior para una población en millones de dólares, 
       |-1060-786.62|+|-476-786.62|+...+|5423-786.62|

MAD = ------------------------------------------------ = 566.7

                              100

Como se puede ver dicho cálculo a mano puede ser bastante tedioso; Cualquier paquete de estadística para computadora le resolverá el problema. 

DESVIACIÓN MEDIA ABSOLUTA (DMA)

La desviación media absoluta (DMA) se basa en el valor absoluto de la diferencia entre cada valor del conjunto de datos y la media del grupo. Se determina entonces el promedio de estos valores absolutos. Se usan los valores absolutos de las diferencias porque la suma de todas las diferencias positivas y negativas (no de las diferencias absolutas) siempre es igual a cero. Así, las fórmulas respectivas de la DMA de la población y de la muestra son:
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EJEMPLO    En referencia a los datos de ventas de equipos de aire acondicionado dados en el ejemplo anterior, la media aritmética es 10.5 unidades (véase sección 2.2). Con base en los cálculos de la tabla 3.1, la desviación media absoluta se determina de la siguiente manera:
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Tabla 3.1   Hoja de trabajo para el cálculo de la desviación media de los datos de venta (m = 10.5)
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Por lo tanto, podemos decir que, en promedio, la venta de unidades de equipo de aire acondicionado de un vendedor difiere en 2.6 unidades respecto de la media grupal, en cualquier dirección.

http://www.universidadabierta.edu.mx/SerEst/Apuntes/VelascoRoberto_MetodEstad.htm
1.4.4 Desviación mediana.

Desviación Mediana.
El criterio que guía esta estadística, radica en el uso de diferencias de cada dato respecto a la mediana muestral m. 
Si estas diferencias son muy grandes, entonces estamos ante un caso de gran variabilidad, y si son pequeñas se espera que la variabilidad sea pequeña.
Naturalmente que el criterio que parece más apropiado es agrupar las discrepancias individuales y tratarlas en conjunto. 
Un agrupamiento natural sería una suma de ellas, pero el sólo uso de las diferencias  no garantiza que se pueda medir discrepancias porque algunas (prácticamente la mitad) serán menores que la mediana, con diferencias negativas, y el resto mayores que la mediana, con diferencias positivas, y al sumar dichos valores habría compensaciones entre valores negativos y positivos.
Por lo tanto, una salida a esta dificultad es considerar el valor absoluto de la diferencias calculadas y promediarlos.
Esto conduce a la definición siguiente: 
Dado un conjunto de datos, x1, ..., xn su desviación mediana d.m., está definida por :
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donde m representa la mediana de los datos.
Puede verse entonces que, cuanto mayor sea la dispersión existente entre los datos, tanto mayor tenderá a ser el promedio del valor absoluto de las diferencias de los datos, respecto de la mediana muestral.
Esta estadística se encuentra medida en la misma escala que los datos originales, lo que facilita su comprensión.
http://www.educarchile.cl/eduteca/estadistica/desvmedia.htm
1.4.5 Rango.

Rango.- Dato mayor menos dato menor.
Rango: 
Es la primera medida que vamos a estudiar, se define como la diferencia existente entre el valor mayor y el menor de la distribución,. Lo notaremos como R. Realmente no es una medida muy significativa e la mayoría de los casos, pero indudablemente es muy fácil de calcular. 


 HYPERLINK "" 
Hemos estudiado varias medidas de centralización, por lo que podemos hablar de desviación con respecto a cualquiera de ellas, sin embargo, la mas utilizada es con respecto a la media. 


RANGO

El rango, o R, es la diferencia entre los valores más alto y más bajo incluidos en un conjunto de datos. Así, cuando My representa al mayor valor del grupo y Mn al menor, el rango de datos no agrupados es

R = My - Mn 



EJEMPLO  Durante un mes de verano, los ocho vendedores de una empresa de equipos de calefacción y aire acondicionado vendieron los siguientes números de unidades centrales de aire acondicionado: 8,11, 5,14,8,11, 16, 11. El rango del número de unidades vendidas es

R =My - Mn = 16 - 5 = 11.0 unidades

Nota:
Para efectos de comparación, generalmente reportamos las medidas de variabilidad con un decimal adicional al nivel original de medición.

RANGOS MODIFICADOS

Un rango modificado es un rango que se construye eliminando algunos de los valores extremos de cada una de las porciones finales de la distribución. El 50% central es el rango entre los valores en el 25o. punto percentil y el 75o. punto percentil de la distribución. De este modo, también es el rango entre el primer y tercer cuartiles de la distribución. Por este motivo, al rango del 50% central suele llamársele rango intercuartil (RIC). Así,

RIC = Q3 – Q1, 


Otros rangos modificados de uso común son el 80% central, el 90% central y el 95% central.

EJEMPL0   Los datos de ventas de unidades centrales de aire acondicionado presentados en el ejemplo anterior son, en orden ascendente: 5, 8, 8, 11, 11, 11, 14, 16. En consecuencia, el número de observaciones es N= 8 en estos datos de la población. Para calcular el rango intercuartil, primero debemos determinar los valores en Q3 (el 75o. punto percentil) y Q1, (el 25o. punto percentil) y después restar Q1, de Q3:
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http://www.universidadabierta.edu.mx/SerEst/Apuntes/VelascoRoberto_MetodEstad.htm
1.5 Parámetros para datos agrupados.

1.5.1 La media.

CALCULO DE LA MEDIA CUANDO LOS DATOS ESTAN AGRUPADOS.
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Para calcular la media de un conjunto de datos agrupados se emplea la siguiente fórmula:
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Donde:

 

fi= es la frecuencia de la clase i

Mi= es la marca de clase del intervalo i

k= es el número de intervalos
MEDIA ARITMÉTICA

Cuando los datos se presentan en una distribución de frecuencias, todos los valores que caen dentro de un intervalo de clase dado se consideran iguales a la marca de clase, o punto medio, del intervalo. Las fórmulas                            k

X = f1X1 + f2X2 + ...+fkXk =  (fjXj  =  (fX  =  (fX

                                                                                 j=1

                                       -----------------------------    ------    -------     -------

                                         f1 + f2 + ...+ fk                            k                 (f            N

                                                                                                                                    (fj

                                                                                                                                     j=1  
                                                                  k

X = A + ( fjdj   =  A +  (fd

                                                                 j=1                                                          

                                                           ------------      ------------

                                                             k

                                                                                                  ( fj                   N

                                                              j=1
son válidas para tales datos agrupados si interpretamos Xj como la marca de clase, fj con su correspondiente frecuencia de clase, A como cualquier marca de clase conjeturada y 

dj = Xj – A   como las desviaciones Xj con respecto de A.

Los cálculos con las dos ecuaciones anteriores se llaman métodos largos y cortos, respectivamente .

Si todos los intervalos de clase tienen idéntica anchura c, las  desviaciones dj = Xj  - A pueden expresarse como cuj, donde uj pueden ser 0,  (1, (2, (3,..., y la segunda fórmula se convierte en

                                                                  k

X =  A +  (fjuj   =  A+  (fu  c 

                                                                  j=1
                                                                --------      -------------





                    N                  N

que es equivalente a la ecuación X = A + cu. Esto se conoce como método de compilación para calcular la media. Es un método muy breve y debe usarse siempre para datos agrupados con intervalos de clase de anchuras iguales. Se debe notar que en el método de compilación los valores de la variable X se transforman en los valores de la variable u de acuerdo con  X = A + cu.

La media aritmética de una variable estadística es la suma de todos sus posibles valores, ponderada por las frecuencias de los mismos. Es decir, si la tabla de valores de una variable X es 

	X
	ni
	fi

	x1
	n1
	f1

	...
	...
	...

	xk
	nk
	fk


la media es el valor que podemos escribir de las siguientes formas equivalentes: 
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Si los datos no están ordenados en una tabla, entonces 

[image: image228.png]T+t






1.5.2 La desviación típica.

Es la raíz cuadrada de la varianza:

[image: image229.png]



Entonces en este caso la unidad de s es la misma que la del conjunto de observaciones de la muestra estadística.
Desviación Típica 

La varianza tiene un problema, y es que está expresada en unidades al cuadrado. Esto puede producir una falsa imagen de la dispersión de la distribución. En su lugar suele utilizarse su raíz cuadrada, denominada desviación típica. Así, la desviación típica de la distribución de frecuencias del ejemplo de los niveles de colinesterasa es s = 1'1906 y la del ejemplo del número de hijos   s = 1'85. 

1.6 Distribución de frecuencias.

Análisis previo(Recopilación de datos). 
Cuando se trata de comprar una casa, vemos que no todos los estadounidenses fueron creados iguales. Así lo declaró la Reserva federal, que es la autoridad monetaria más alta de los E.U después de revisar unos 6.3 millones de solicitudes de hipotecas que habían sido procesadas por 9300 instituciones financieras en 1990. Al comparar las solicitudes de ciudadanos de razas negra y blanca con ingresos similares, pudo notarse que un 85.3% de blancos fueron aprobados contra un 66.6 % de los negros. Por lo tanto la taza de rechazo para estos últimos (33.4%) fué más del doble que la de blancos (14.7%). La Reserva Federal apoyo su afirmación con volúmenes de datos semejantes a los de la tabla 3.3. 
Tabla 3.7
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Una vez recopilado estos datos, los estadísticos se ponen a trabajar en una tarea igualmente importante, como lo es la presentación eficiente de los mismos, para ello analizaremos dos procedimientos comunes para hacer inteligibles las recopilaciones de datos: la construcción de tablas y gráficas. 
LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIA ABSOLUTA : 
La construcción de una buena tabla estadística es un arte, requiere mucho mas que la sola presentación de datos en renglones y columnas. Imaginemos por ejemplo que se ha llevado a cabo un censo de las 100 compañías multinacionales y que los datos para cada una de ellas se recopilaron por las utilidades combinadas de sus operaciones nacionales e internacionales como se muestra en la tabla 3.1; aun cuando dicha tabla contiene solo 100 números, es confusa. Una lista de su contenido en orden de magnitud ascendente o descendente, devendría con seguridad en una fuente más relevante, la tabla 3.2 muestra este detalle. 
Tabla 3.2
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De cualquier modo, muchos usuarios de datos no estarían interesados en el detalle de una u otra tabla y preferirían una condensación estricta de los mismos; para ello tendremos que dividir con cuidado la escala de información en clases que no se traslapen tomando notas de cuantas observaciones caigan en cada clase y construyendo entonces una tabla sobre estas bases. 
Conscierne a la opinión personal, juzgar cuantos de estos grupos de datos colectivamente exhaustivos y mutuamente exclusivos, llamados clases, sirven mejor al objetivo de claridad. Dicho juicio varía con la naturaleza de los datos sin elaborar en cuestión. 
Si los datos corresponden a una variable cualitativa, por ejemplo tipos de negocios, la cantidad de categorías cualitativas -- propiedades sociedades o corporaciones-- puede aproximarse más a una clase pero a un entonces existen alternativas. Se podrían combinar observaciones sobre propiedades y sociedades, enumerar datos por separado por empresas pequeñas medianas y grandes. 
Los datos que corresponden a variables cuantitativas discretas, como el número de televisores propiedad de una familia, pueden, análogamente, clasificarse con base al número de posibilidades discretas. Las familias que no tengan televisor se pueden contar por separado de las que tienen una, dos, o más, pero, repetimos son posibilidades diferentes de clasificar, también se podría combinar los conteos de familias que tiene dos o más aparatos. 
Por último, los datos relacionados con las variables cuantitativas continuas, como es el caso del tonelaje producido por las empresas de la industria del acero, pueden clasificarse del modo que más convenga. Siempre que la amplitud de la materia escogida lo permita, la mayoría de los practicantes recomiendan entre 5 y 20 clases, un número menor sacrifica muchos detalles y un número más grande retiene demasiados. 
Algunos estadísticos gustan de usar la regla de Sturgess para determinar el número de clases, k. Según esta regla, k = 1 + 3.3 log n , en donde n es igual al tamaño de conjuntos de datos. En nuestro ejemplo, Con n = 100 y log 100 = 2 , esto viene a ser k = 1 + 3.3 (2) = 7.6 , lo que podría redondearse a 7 u 8. Como se demostrará, raras veces es deseable aplicar ciegamente dicha regla fija. 
Para el caso de datos cuantitativos también se recomienda elaborar un ancho de clase igual para todas las clases, porque facilita las comparaciones entre clase así como el cálculo de valores de resumen. 
Si tentativamente decidiéramos condensar los datos de la tabla 3.2 en 7 clase de ancho igual ( numero sugerido por la regla de Sturgess ), podríamos calcular. 
                             Valor mayor - mayor menor en el conjunto de datos 

Ancho de clase aproximado = --------------------------------------------------

                                             Número deseado de clases

                             5423 - (-1060) 

                          = ----------------- 

                                   7

                          = 926.1


1ª clase :    -1100 a menos de -200


2ª clase :    -200  a menos de  700


3ª clase :     700  a menos de  1600


4ª clase :     1600 a menos de  2500


5ª clase :     2500 a menos de  3400


6ª clase :     3400 a menos de  4300


7ª clase :     4300 a menos de  5200


8ª clase :     5200 a menos de  6100

Terminaríamos con ocho clases de anchura idéntica y habríamos satisfecho ambas recomendaciones: número deseable de clase e igualdad de anchos. 
Es dudoso que nuestra creación de clases sea la apropiada observando la distribución de valores en la tabla 3.2, así terminaríamos con 3 observaciones en la primera clase, una segunda clase repleta con 57 observaciones, la tercera con 27 y sólo 13 en las cinco últimas clases (ninguna en la seis ni en la siete). Aquí es donde entra en juego un buen juicio. 
Al notar que la mayor parte de las observaciones caen entre los límites cero y 2500 podríamos dividirlos en cinco clases iguales y luego poner dos clases más grandes en cualquier extremo de la distribución, como lo ilustra la columna uno de la tabla 3.8. Entonces estaríamos listos para tomar nota del número total de observaciones que caen en cada una de nuestras clases, este procedimiento será fácil con la ayuda de la tabla 3.2 y daría los números de la columna tres de la tabla 3.7. 
Tabla 3.8
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Como indica la Tabla anterior, el número absoluto de observaciones que caen en una clase se conoce como la frecuencia absoluta de clase. Este concepto, a su vez, da lugar a una definición importante: 
Un resumen tabular, de un conjunto de datos, que muestre los números absolutos de observaciones que caen en cada una de varias clases colectivamente exhaustivas y mutuamente exclusivas, se llama distribución de frecuencia absoluta. 
Los datos de las columnas una y tres de la tabla 3.8, como grupo, son un ejemplo. Es difícil que esta información sucinta puede haberse derivado, en forma igualmente rápida, de los datos sin elaborar de la tabla 3.1, incluso habría sido menos posible si los datos sin elaborar fueran mucho más, como sucede a menudo (excepto en libros de texto). 
LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS RELATIVA 
La distribución de frecuencias estudiada hasta aquí, se conoce como absoluta porque está basada en el conteo de números absolutos de observaciones en cada clase. Sin embargo también se pueden determinar las fracciones o proporciones de todas las observaciones que caen en varias clases. Cualquiera de dichas proporciones es una frecuencia relativa de clase y es la razón entre el número de observaciones de un clase en particular y el número total de observaciones hechas. En consecuencia, podemos observar otro concepto importante: 
Un resumen tabular, de un conjunto de datos que muestre las proporciones de todas las observaciones que caigan en cada una de varias clases colectivamente exhaustivas y mutuamente exclusivas, se llama distribución de frecuencias relativa. 
EJEMPLO Use los datos de la tabla 3.8 para crear una distribución de frecuencias relativa. 
SOLUCION Vease la tabla 3.9; note que una computadora puede producir la respuesta deseada (columna tres) una vez que se le hayan introducido límites de clase y frecuencias absolutas (columnas una y dos). 
Tabla 3.9
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Para un ejemplo más mundano considérese la tabla 3.10, que muestra distribuciones de frecuencias hipotéticas de la composición racial y sexual de la fuerza laboral en una sola empresa y en toda la industria nacional. 
Tabla 3.10
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1.6.1 Distribuciones numéricas.

1.6.2 Distribuciones categóricas.

1.6.3 Distribuciones acumuladas.

LA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS ACUMULATIVA. 
Sólo cuando las variables son cuantitativas se puede determinar una frecuencia acumulativa de clase como la suma de las frecuencias de clase (absolutas o relativas) para todas las clases, empezando en cualquier extremo de la distribución de frecuencias. En consecuencia encontramos otro concepto crucial: 

Un resumen tabular, de un conjunto de datos, que muestre para cada una de varias clases colectivamente exhaustivas y mutuamente exclusivas el número absoluto o proporción de operaciones que sean menores o iguales que los límites superiores de las clases en cuestión (tipo LE), o que sean mayor o iguales a sus límites inferiores (tipo ME), se llama distribución de frecuencias acumulativa. 
EJEMPLO Use los datos de la tabla 3.11 para crear una distribución de frecuencias acumulativas del tipo LE, luego interprete el resultado. 
Tabla 3.11
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SOLUCION Vease la tabla 3.12. Advierta como la anotación encerrada en un circulo, en la columna 3, indica que 76 compañías tuvieron utilidades menores de mil millones y cuando mucho fuero iguales al límite superior de clase de solo menos de mil millones, mientras que la anotación dentro del círculo, en la columna 5, muestra que un 85% de empresas generaron utilidades menores de 1500 millones. Nótese también que una computadora a la que se le introduzcan los datos de la columna 1 y 2, puede al instante producir los resultados de la columna 3 y 5. 
Tabla 3.12
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PROBLEMA Con los datos de la tabla 3.11 elabore una distribución de frecuencias acumulativas del tipo ME, luego interprete resultados. 
SOLUCION Vease la tabla 3.13, donde la anotación encerrada en un círculo, en la columna 3, se señala que 24 compañías tuvieron utilidades mayores o iguales a mil millones, mientras que la anotación dentro del círculo, de la columna 5 , indica que un 56% generaron utilidades de al menos 500 millones. También aquí a una computadora se le introdujeron los datos de la columna 1 y 2 y al instante produjo los resultados de las columnas 3 y 5 . 
Tabla 3.13
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1.6.4 Distribuciones porcentuales.

CURVAS DE FRECUENCIAS

Una curva de frecuencias es un polígono de frecuencias suavizado.

EJEMPLO  La figura 1-3 es una curva de frecuencias de la distribución de salarios semanales de la tabla 1.2.

En términos de asimetría, una curva de frecuencias puede ser: 1) asimétrica negativa: no simétrica con la ..cola- a la izquierda; 2) asimétrica positiva: no simétrica con la “cola" a la derecha, o 3) simétrica.
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Fig. 1-3

EJEMPLO  El concepto de asimetría de las curvas de frecuencias se ilustra gráficamente en la figura 1-4.

En términos de curtosis, una curva de frecuencias puede ser: 1) platicúrtica: plana, con las observaciones distribuidas en forma relativamente pareja entre las clases; 2) leptocúrtica: afilada, con las observaciones concentradas en un estrecho rango de valores, o 3) mesocúrtica: ni plana ni afilada en términos de la distribución de los valores observados.
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Fig. 1-4

EJEMPLO   En la figura 1-5 aparecen los diversos tipos de curvas de frecuencias en términos de curtosis.
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Fig. 1-5
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1.6.5 Distribuciones porcentuales acumuladas.
Una distribución de frecuencias acumuladas identifica el número acumulado de observaciones incluidas bajo el límite exacto superior de cada clase de la distribución. Las frecuencias acumuladas de una clase pueden determinarse sumando las frecuencias observadas de esa clase a las frecuencias acumuladas de la clase anterior.

EJEMPLO   El cálculo de las frecuencias acumuladas se ilustra en la tabla 1.3.

Tabla 1.3
Cálculo de las frecuencias acumuladas de los datos de salarlos semanales de la tabla 1.2
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La gráfica de una distribución de frecuencias acumuladas se llama ojiva. En el caso de distribuciones acumuladas del tipo "y menor que", esta gráfica indica las frecuencias acumuladas bajo cada límite exacto de clase de la distribución de frecuencias. Si esa gráfica de líneas se suaviza, se obtiene la curva llamada ojiva.

EJEMPLO   En la figura 1-6 se observa una ojiva de la distribución acumulada de la tabla 1.3.
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Fig.1-6
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1.7 Técnicas de agrupación de datos.

1.7.1 Límites de clase.
Llamamos límites de clase a los valores que definen los extremos de un intervalo. 

Por ejemplo: el  intervalo 0 a 10 años, tiene como límites a los valores 0 y 10.

1.7.2 Rango de clase.

1.7.3 Fronteras de clase.

1.7.4 Marca de clase.

1.7.5 Intervalo de clase.

En cada una de las clases de una distribución de frecuencias, los límites nominales de clase inferior y superior indican los valores incluidos dentro de la clase. (Véase la primera columna de la tabla 1.1) A diferencia de ello, los límites exactos de clase, o fronteras de clase, son los puntos específicos que sirven para separar clases adyacentes en una escala de medición de variables continuas. Los límites exactos de clase pueden determinarse identificando los puntos intermedios entre los límites nominales de clase superior e inferior, respectivamente, de clases adyacentes. El intervalo de clase identifica el rango de valores incluidos dentro de una clase y puede determinarse restando del límite exacto de clase superior de la clase el límite exacto de clase inferior. Cuando no es posible identificar límites exactos, el intervalo de clase puede determinarse restando del límite nominal inferior de la clase el límite nominal inferior de la clase adyacente inferior. Finalmente, para ciertos propósitos es común que los valores de una clase sean representados por el punto medio de clase, el cual puede determinarse sumando la mitad del intervalo de clase al límite exacto inferior de la clase.

EJEMPLO  En la tabla 1.2 se presentan los límites exactos de clase y los puntos medios de clase de la distribución de frecuencias de la tabla 1.1.
Tabla 1.2   Salarios semanales de 100 trabajadores no calificados
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* En general, en los límites exactos de clase sólo se expresa un dígito adicional significativo, en comparación con los límites nominales de clase. Sin embargo, dado que en el caso de las unidades monetarias la unidad de medida más precisa relativa al "dólar más cercano" suele definirse como "el centavo más cercano", conviene expresar dos dígitos adicionales.

EJEMPLO  Calculado con los dos métodos, el intervalo de clase de la primera clase de la tabla 1.2 es $259.50 $239.50 = $20 (resta del límite exacto de clase inferior al límite exacto de clase superior de la clase) $260 - $240 = $20 (resta del límite nominal de clase inferior de la clase al límite nominal de clase inferior de la clase adyacente superior)
Para efectos de cálculo, por lo general es deseable que todos los intervalos de clase de una distribución de frecuencias dada sean iguales. La siguiente fórmula puede emplearse para determinar el intervalo de clase aproximado por usar:
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EJEMPLO  En referencia a los datos originales no agrupados que se agruparon en la tabla 1.1, supongamos que el salario observado más alto fue de $358 y el salario observado más bajo de $242. Dado que el objetivo es disponer de seis clases con iguales intervalos de clase,
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Así, el tamaño de clase conveniente más cercano al valor calculado es $20.

En el caso de datos distribuidos en forma notoriamente no uniforme, como los datos del sueldo anual para una amplia variedad de ocupaciones, pueden ser requeridos intervalos desiguales de clase. En este caso, los intervalos de clase mayores se utilizan para los rangos de valores con relativamente escasas observaciones.
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1.7.6 Diagrama de tallos y hojas.

DIAGRAMAS DE TALLOS Y HOJAS 
Un tipo de diagrama poco usual, el diagrama de tallos y hojas, combina las características de un conjunto ordenada de números y el histograma de frecuencias. Considere seleccionar una muestra aleatoria simple de 80 personas de una lista completa de suscriptores a un boletín económico. Si cada una de ellas fuera entrevistada, podría adquirirse una variedad amplia de información, incluyendo lo datos encontrados en la tabla 3.16. 
Tabla 3.16
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Una forma de desplegar estos datos es el diagrama de tallos y hojas de la siguiente figura. Los números de década posibles en la edad de los suscriptores están dispuestos en una columna a la izquierda de una línea vertical, estos primeros dígitos de los números de dos dígitos se llaman tallos. Subsecuentemente, se inspecciona cada uno de los números en la tabla 3.16 y se registra sólo el segundo dígito como la hoja situada a la derecha de la línea vertical junto al tallo apropiado. El resultado es la siguiente figura y se interpreta así; el renglón uno indica que sólo un suscriptor de la muestra es adolescente y tiene 19 años. En el renglón dos vemos que había cinco suscriptores de más de 20 años, (20, 20, 21, 25 y 29, respectivamente), Y así sigue. 
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DIAGRAMAS DETALLO Y HOJAS

Un diagrama de tallo y hojas es una modalidad relativamente simple de organización y presentación de medidas en un formato de gráfica de barras jerárquicamente ordenado. Se trata de una técnica común en el análisis exploratorio de datos. Como su nombre lo indica, el análisis exploratorio de datos es un conjunto de técnicas de análisis preliminar de datos para la detección de patrones y relaciones. También las distribuciones de frecuencias y técnicas gráficas asociadas expuestas en las secciones anteriores de este capítulo suelen emplearse con este propósito. En cambio, el análisis confirmatorio de datos incluye los principales métodos de inferencia estadística. El análisis confirmatorio de datos persigue la extracción de conclusiones estadísticas definitivas sobre patrones y relaciones presentes en los datos.

Aunque muy semejante a un histograma, un diagrama de tallo y hojas se diferencia de éste en que es más fácil de elaborar y en que muestra los valores reales de los datos, pues los valores específicos no se pierden por efecto de su agrupamiento en clases definidas. No obstante, esta técnica sólo es aplicable y significativa si el primer dígito de la medición, o quizá los dos primeros, sirve efectivamente de base para la separación de los datos en grupos. En consecuencia, cada grupo es análogo a una clase o categoría en una distribución de frecuencias. Cuando únicamente se usa el primer dígito para agrupar las medidas, la denominación “tallo y hojas" alude al hecho de que el primer dígito es el tallo, mientras que cada una de las medidas con valor a partir de ese primer dígito pasa a ser una hoja en el contexto de esta representación.

EJEMPLO   En la tabla 1.4 se presenta el puntaje obtenido por 50 estudiantes en un examen de contabilidad financiera de 100 puntos. La figura 1-7 es el diagrama de tallo y hojas de ese puntaje. Adviértase que. además del patrón general del puntaje, también es posible observar el puntaje individual. En la línea correspondiente al tallo de 6, por ejemplo, los dos valores de 2 de las hojas representan a los dos puntajes de 62 incluidos en la tabla 1.4.

Tabla 1.4
Puntajes obtenidos por 50 estudiantes en un examen de contabilidad financiera
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Fig. 1-7 Diagrama de tallo y hojas
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1.7.7 Diagrama de Pareto.
DIAGRAMAS DE PARETO  

Un diagrama de Pareto se asemeja a un histograma, excepto que es una gráfica de barras de frecuencias de una variable cualitativa, no de datos cuantitativos agrupados en clases. Las barras de la gráfica, que pueden representar frecuencias o frecuencias relativas (porcentajes) se organizan en orden descendente de izquierda a derecha. Esta disposición da como resultado la ubicación de las categorías más importantes de datos, según su frecuencia de ocurrencia, en las posiciones iniciales de la gráfica. Los diagramas de Pareto se usan en el control de procesos para tabular las causas asociadas con variaciones de causas atribuibles en la calidad del producto del proceso. Es común que solamente unas cuantas categorías de causas se asocien con la mayoría de los problemas de calidad, de modo que los diagramas de Pareto permiten que tanto equipos de trabajadores como gerentes se concentren en las áreas más importantes en las que se necesitan acciones correctivas.

EJEMPLO  Se encontró que los refrigeradores que no fueron aprobados en la inspección final en una planta ensambladora de aparatos eléctricos durante el último mes tenían defectos debidos a las siguientes causas: ensamble, acabado de laca, fallas eléctricas, abolladuras u otras causas. La figura 1-8, obtenida con Minitab, es el diagrama de Pareto para la representación gráfica tanto de las frecuencias como de las frecuencias relativas de cada causa de falla en inspección. Como puede verse, la gran mayoría de fallas en inspección se deben a defectos en el ensamble y el acabado de laca.

Diagrama de Pareto de: Defectos
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Fig. 1-8
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1.7.8 Diagrama de puntos.

Diagrama de puntos

Este gráfico muestra un conjunto de puntos, que son la intersección de las frecuencias (representadas en el eje de ordenadas) y de los valores de la distribución (representados en el eje de abscisas).

DIAGRAMAS DE PUNTOS

Un diagrama de puntos se asemeja a un histograma en el sentido de que consiste en una representación gráfica de una distribución de los valores de los datos. Sin embargo, se diferencia de éste en que los valores se representan individualmente, en lugar de agruparse en clases. Los diagramas de puntos se aplican preferentemente a pequeños conjuntos de datos, en cuyo caso no se garantiza el agrupamiento de valores en clases de una distribución de frecuencias. Son particularmente útiles en la comparación de dos conjuntos de datos diferentes, o de dos subgrupos de un conjunto de datos. 
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1.8 Histograma.
HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS 
Las gráficas, indudablemente, son el medio más conocido de presentar datos estadísticos. De una forma u otra, la información condensada en cualquier tipo de tabla también se puede presentar con ayuda de una gráfica. Empecemos por ver la gráfica de una distribución de frecuencias: 
Un histograma de frecuencias es una representación gráfica de una distribución de frecuencias absoluta o relativa para datos cuantitativos continuos, de modo tal que las frecuencias de clase, absoluta o relativa, se representen por áreas rectangulares en la gráfica. 
HISTOGRAMAS PARA DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS ABSOLUTAS. Considérese el caso de graficar la información contenida en la tabla 3.8 en un histograma de frecuencias; dicho histograma se dibuja en un conjunto de coordenadas rectilíneas y consta de una serie de rectángulos continuos, también conocidos como barras o columnas, puestos en el eje horizontal de modo que sus bases corresponden a las clases de anchos posiblemente diferentes y sus áreas a frecuencias de clase. 
Es fácil ver cómo las clases de utilidades de la columna uno en la tabla 3.8 pueden representarse en el eje horizontal, al comenzar en el límite inferior de la primera clase y avanzando al límite superior de la última (en consecuencia, el primer rectángulo de un histograma no necesita empezar en el punto cero). Los anchos de las clases pueden medirse en términos de cualquier patrón convencional. Si como en la tabla 3.8, la mayor parte de las clases abarcan intérvalos de 500 millones, ese límite podría usarse también como la unidad de medida. Nótense las marcas sobre el eje horizontal de la figura 3.1 que claramente muestran que la primera clase ha de ser de tres unidades de ancho, que las clases de la dos a la seis serán de una unidad de ancho y que la última clase constará de seis unidades de ancho. 
Es mucho más difícil determinar qué medir en el eje vertical. Las líneas verticales han de levantarse en los límites de clase para formar los lados de los rectángulos cuyas áreas deban representar frecuencias de clase, pero ¿de qué longitud deben ser estas líneas?. Un recordatorio de geometría básica resuelve con rapidez e problema. El área de cualquier rectángulo es igual a la base por la altura. La altura, por lo tanto, es igual al área dividida entre la base, o bien, en nuestro caso, frecuencia (área) dividida, entre ancho de clase (base). Esta razón entre frecuencia y ancho de clase también se denomina densidad de frecuencia y es, inevitablemente, lo que debe medirse en el eje vertical si las áreas de los rectángulos del histograma deben corresponder a las frecuencias de clase. Estas relaciones se resumen en la tabla 3.14, ahora lea cuidadosamente el encabezado. 
Tabla 3.14
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Luego considere la siguiente figura y advierta como los datos de la columna cuatro en la tabla 3.14 (y no los datos de la columna dos) se ubican en el eje vertical. La primera clase, por ejemplo, abarca un intervalo de 1 500 millones; el ancho es tres veces la unidad estándar de medición utilizada. En consecuencia, la frecuencia de clase absoluta de tres está bien representada por el área del primer rectángulo si la altura de este se traza como la densidad de frecuencia de uno. En esta clase grande es probable que se encuentre sólo una compañía por límite de 500 millones. Del mismo modo, la última clase abarca 3 000 millones; mide seis unidades de ancho. Por lo tanto, la frecuencia absoluta de tres estará bien representada por el área del último rectángulo sólo si la altura es igual a 1/2. todo lo anterior parece complicado a primera vista, he aquí una buena razón para todo este ajuste. Si las alturas de todas las columnas del histograma no se dibujaran con el mismo patrón (como de 500 millones), las columnas no serían comparables y presentarían una impresión visual falsa. En nuestro caso, dibujar los rectángulos primero y último con una altura de tres, como la primera y última anotaciones de la columna dos, tabla 3.14, haría parecer a estas dos clases más importantes de los que son en realidad. Por el límite de 500 millones, diríamos que estos dos clases más importantes de lo que son en realidad. Por el límite de 500 millones, diríamos que estos dos "campos" están muy escasamente poblados. 
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HISTOGRAMAS PARA DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS RELATIVAS Estos se construyen con los mismos principios que los de distribuciones absolutas. Un histograma construido sobre las bases de la s columnas 1 y 3 de la tabla 3.10, por ejemplo, tendría la misma forma como la que se muestra en la figura anterior, sin embargo, las leyendas del eje vertical (y, por lo tanto, las partes altas de las columnas) cambiarían para reflejar el hecho de que las proporciones de compañías, más bien que los números absolutos de ellas, se medían por el patrón de 500 millones. 
TIPOS COMUNES DE HISTOGRAMAS Hay relativamente pocos tipos comunes de histogramas; y entre uno y otro, todos los conjuntos de datos cuantitativos pueden ajustarse en alguna forma de distribución de frecuencias que sea la idónea en el rendimiento esperado. La siguiente figura deja ver algunas de las formas más comunes de histogramas. 
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El histograma del tipo: 

a. ilustra la distribución de frecuencias relativa de los diámetros reales de tubos hidráulicos, supuestamente de un pie de ancho, producidos durante un día. Este tipo de histograma describe una distribución normal que es por lo común de muchas poblaciones (pero no todas) de mediciones físicas. 

b. muestra una vez más las utilidades de las multinacionales de la figura 2.2. Esta vez se indica la proporción del área total del histograma tomada por cada columna, que no debe confundirse con las alturas de columna dadas en la figura 2.2. Esta forma corresponde a la clase general distribuciones sesgadas, en las que hay relativamente pocas observaciones pequeñas concentradas en un límite angosto abajo de una clase dominante, mientras que observaciones relativamente más grandes se extienden sobre un límite amplio de valores por encima de esa clase. 

c. representa las distancias por unidad de volumen de gasolina recorridas por automóviles nuevos, así como el tipo opuesto de distribución sesgada. En este caso, los valores más pequeños se extienden de manera amplia bajo un límite relativamente importante, pero es muy difícil que haya observación alguna por arriba de él. Esta distribución está sesgada a la izquierda. 

d. describe una distribución exponencial. Dicha representación es típica de poblaciones que exhiben cambios con el tiempo, como la vida útil de la maquinaria. Una proporción relativamente grande de máquinas duran un año, por ejemplo, pero la proporción de las que rebasan ese tiempo por uno, dos, tres o más años se hace cada vez más pequeña. 

e. por último, describe una distribución rectangular o uniforme. Para un trabajo de construcción, supongamos la madera tiene que comprarse en largos de ocho pies como resultado de ello, se produce un lote de desperdicio donde cada una de las piezas mide menos de catorce pulgadas. Proporciones casi iguales se encuentran en cada una de las clases entre cero y catorce pulgadas. 

Histograma
El Histograma representa la frecuencia con la que se presentan los diferentes grupos de datos de la variable objeto de estudio. Es un conjunto de rectángulos, los cuales representan a cada una de las clases. En el eje de abscisas se representan las clases definidas y en el eje de ordenadas la frecuencia de cada una de ellas.

La amplitud del intervalo de las clases se halla dividiendo el Recorrido entre el número de clases.

El Histograma proporciona mucha información respecto a la estructura de los datos. Por tanto, es importante analizar la situación del centro del Histograma y el ancho del mismo que definen la tendencia central y la variabilidad del conjunto de datos respectivamente, así como la forma del Histograma que identifica algunas de las características del proceso en estudio.

- Distribución Simétrica Unimodal: Se caracteriza porque cada una de las observaciones equidistantes al máximo central, tienen aproximadamente la misma frecuencia. Es típico de la mayoría de los procesos industriales.

- Distribución Asimétrica: Es típica de datos económicos, y de forma general en distribuciones de renta, consumo de electricidad, población, tamaño de empresas,...

- Distribución Triangular: Es totalmente asimétrica y se presenta al estudiar tiempos entre averías, entre llegadas, entre accidentes, o en fabricación donde existe la imposibilidad de superar un valor o bien se ha realizado una selección de 100% de alguna característica.

- Distribución Bimodal: Se presenta como dos distribuciones muy separadas. Suele aparecer cuando se han recopilado datos a partir de dos procesos distintos, tales como las características de una pieza suministrada por dos proveedores diferentes.

- Distribución Rectangular: Presenta gran variabilidad. Aparece al mezclar datos de Distribuciones Simétricas Unimodales.

- Distribución Truncada: Aparece al presentar datos de procesos que no cumplen las especificaciones, después de pasar un control de calidad. Puede ser, también un síntoma de una elección de un número de clases menor al adecuado.

- Distribución sin Datos en la Zona Central: Suele aparecer cuando los datos corresponden a un material de mala calidad, y el "material bueno" ha sido seleccionado previamente.

- Distribución con Picos en las Colas: Es una representación típica cuando se han sometido a un reproceso, los elementos que en un primer control cayeron fuera de tolerancias.
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1.8.1 Diagrama de barras.

Diagrama de barras
Presenta los valores posibles de los datos sin agrupar y sus frecuencias absolutas o relativas. En el eje horizontal aparecen los datos tratados y en el eje vertical las frecuencias. Sobre el eje horizontal se traza un segmento de longitud proporcional al valor de las frecuencias.

Diagrama de barras: 

Consiste en levantar, para cada valor de la variable, una barra cuya altura sea su frecuencia absoluta o relativa, dependiendo de la distribución de frecuencias que estemos representando. 

	 Ejemplo: 


Así, la representación gráfica de la distribución de frecuencias del ejemplo del nº de hijos será: 
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· Diagramas de barras.  Se utiliza para representar datos  cualitativos y cuantitativos, con datos  de tipo discreto. En el eje x se representan los datos ordenados en clases mientras que en el eje y se pueden representar frecuencias absolutas o relativas.   
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GRAFICAS DE BARRAS Y GRAFICAS DE COLUMNAS 

Ahora vamos a trabajar en dos tipos de gráficas que son, quizá, los más comunes que se encuentran: son igualmente efectivos en la presentación de datos sobre variables cualitativas y cuantitativas. 

Una serie de barras horizontales, cuyas longitudes son proporcionales a los valores a ser descritos, se llama gráfica de barras; una serie semejante de columnas verticales se conoce como gráfica de columnas. Por lo general, las barras o las columnas no son contiguas pero en ocasiones se dibujan hasta tocarse entre sí. 

EJEMPLO Considere los datos sobre Mountain Avation, Inc., de la tabla 3.15. Ilustre la composición de empleados por raza y sexo en: (a) una gráfica ordinaria de barras, (b) una gráfica ordinaria de columnas, (c) una gráfica de columnas componenentes y (d) una gráfica de columnas agrupadas. 

Tabla 3.15
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SOLUCION Vea a la siguiente y verá que la mayor parte de programas de computadora puede dibujar gráficas como las citadas arriba. 
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DIAGRAMAS DE BARRAS Y GRÁFICAS DE LINEAS

Una serie de tiempo es un conjunto de valores observados, tales como datos de producción o ventas, durante una serie de periodos temporales secuencialmente ordenados. Para efectos de representación gráfica, tanto los diagramas de barras como las gráficas de líneas son de gran utilidad. En un diagrama de barras, una serie de barras representa cantidades de una serie de tiempo.

EJEMPLO   En el diagrama de barras de la figura 1-9 se recoge la información de ganancias netas (en millones de dólares) de un importante banco comercial durante una secuencia de años codificados.

En un diagrama de barras de componentes se marcan subdivisiones en las barras del diagrama. Por ejemplo, cada barra de la figura 1-9 podría subdividirse en distintas partes (tal vez diferenciadas con colores) para indicar la contribución relativa de cada segmento de la empresa a las ganancias netas de cada año. 

Una gráfica de líneas contiene cantidades de series de tiempo unidas entre sí por segmentos lineales.
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Fig. 1-9  Diagrama de barras.

EJEMPLO  Los datos de la figura 1-9 se presentan en forma de gráfica de líneas en la figura 1-10.
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Fig. 1-10 Gráfica de líneas.

GRÁFICAS DE CORRIDAS

Una gráfica de corridas es una gráfica de valores de datos en el orden secuencial temporal en que fueron observados. Los valores trazados pueden ser valores observados individuales o valores compendiados, como en el caso de una serie de medias muestrales. Cuando a una gráfica de este tipo se le agregan los límites inferior y superior del muestreo de aceptación, se le llama gráfica de control. La determinación de esos límites.

 EJEMPLO   En la figura 1-11 se muestra una gráfica de corridas de la secuencia de pesos medios de muestras de cuatro paquetes de papas fritas tomadas en 15 momentos distintos con el método de muestreo de subgrupos racionales. La secuencia de pesos medios de las muestras fue la siguiente: 14.99, 15.08, 15.05, 14.95, 15.04, 14.91, 15.01, 14.84, 14.80, 14.98, 14.96, 15.00, 15.02, 15.07 y 15.02 onzas. La especificación de peso neto promedio por empacar en el proceso es de 15.00 onzas. La determinación de si considerar o no como una desviación significativa a cualquiera de las desviaciones de estas medias muestrales. 
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Fig. 1-11 Gráfica de corridas.
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1.8.2 Polígono de frecuencias.

Polígono de frecuencias
Es un gráfico que une los puntos que representan la intersección de las marcas de clase con su frecuencia correspondiente.

Cabe mencionar también los gráficos de sectores, de rectángulos, pictogramas, etc.

Polígono de frecuencias acumuladas: 

Se utiliza para representar distribuciones de frecuencias (relativas o absolutas) acumuladas. Consiste en representar la gráfica de una función que una por segmentos las alturas correspondientes a los extremos superiores de cada intervalo, tengan o no todos igual amplitud, siendo dicha altura igual a la frecuencia acumulada, dando una altura cero al extremo inferior del primer intervalo y siendo constante a partir del extremo superior del último. 

	 Ejemplo: 


Así, para el ejemplo de los Niveles de Colinesterasa, el polígono de frecuencias relativas acumuladas tendrá una representación gráfica de la forma: 
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Polígonos de frecuencias.

Son otra forma de representar gráficamente distribuciones tanto de frecuencias simples como relativas. Para construir un polígono de frecuencias señalamos éstas en el eje vertical y los valores de la variable que estamos midiendo en el eje horizontal. A continuación, graficamos cada frecuencia de clase trazando un punto sobre su punto medio y conectamos los resultantes puntos sucesivos con una línea recta para formar un polígono.

Se añaden dos clases, una en cada extremo de la escala de valores observados. Estas dos nuevas clases que contienen cero observaciones permiten que el polígono alcance el eje horizontal en ambos extremos de la distribución.

Un polígono de frecuencias es sólo una línea que conecta los puntos medios de todas las barras de un histograma. Por consiguiente, podemos reproducir el histograma mediante el trazado de líneas verticales desde los límites de clase y luego conectando tales líneas con rectas horizontales a la altura de los puntos medios del polígono.

Un polígono de frecuencias que utiliza frecuencias relativas de puntos de dato en cada una de las clases, en lugar del número real de puntos, se conoce como polígono de frecuencias relativas. Este polígono tiene la misma forma que el polígono de frecuencias construido a partir del mismo conjunto de datos, pero con una escala diferente en los valores del eje vertical.

Ventajas de los histogramas:

· Los rectángulos muestran cada clase de la distribución por separado. 

· El área de cada rectángulo, en relación con el resto, muestra la proporción del número total de observaciones que se encuentran en esa clase. 

Ventajas de los polígonos de frecuencias:

· Es más sencillo que su correspondiente histograma. 

· Traza con más claridad el perfil del patrón de datos. 

· Se vuelve cada vez más liso y parecido a una curva conforme aumentamos el número de clases y el número de observaciones. 

Un polígono alisado mediante el aumento de clases y de puntos de dato se conoce como curva de frecuencias.

Polígonos de frecuencia:
El polígono de frecuencias es una representación gráfica de la distribución de frecuencias que resulta esencialmente equivalente al histograma y se obtiene uniendo mediante segmentos los centros de las bases superiores de los rectángulos del histograma (es decir, los puntos de las marcas de clase). 
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Véase que para cerrar la figura, se une la línea quebrada con lo que sería la marca de clase (sobre la superficie del eje horizontal) anterior a la primera y posterior a la última registrada 
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Polígono de frecuencias
 
 
Alternativo al histograma de frecuencias podemos representar la información a través de los llamados polígonos de frecuencias. Estos se construyen a partir de los puntos medios de cada clase. La utilización de los puntos medios o marcas de clase son llevados al escenario gráfico mediante la utilización de los polígonos de frecuencias. Se construye uniendo los puntos medios de cada clase localizados en las tapas superiores de los rectángulos utilizados en los histogramas de las gráficas. Su utilidad se hace necesaria cuando desean destacarse las variables de tendencia central, como son media, modas y medianas.
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EL POLIGONO DE FRECUENCIAS Y LA CURVA DE FRECUENCIAS 

La siguiente definición sugiere dos formas alternas de representar gráficamente una distribución de frecuencias absoluta o relativa. 

Una representación gráfica de una distribución de frecuencias absoluta o relativa, de una variable cuantitativa continua que aparezca como una figura de muchos lados, se llama polígono de frecuencias; si se da con una curva suave se denomina curva de frecuencias. 

Para dibujar un polígono de frecuencias se usa el mismo conjunto de coordenadas que para el histograma, pero esta vez la marca de clase, o punto medio de cada ancho de clase, se identifica como el promedio de los límites de clase y se pone un punto arriba de ella a una altura igual a la densidad de frecuencias absoluta o relativa, luego se unen los puntos mediante líneas rectas. Para completar el polígono, también se dibujan líneas rectas desde los puntos por encima de la primera y última marca de clase, respectivamente, a puntos en el eje horizontal que se encuentren a la mitad de la longitud de la unidad estándar de medida abajo del más bajo o arriba del más alto límite de clase. La figura siguiente indica cómo el histograma (a) de la figura anterior puede convertirse en un polígono. 
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La forma de un histograma también puede aproximarse por una curva de frecuencias suavizada. Esta aproximación puede lograrse mediante técnicas matemáticas o gráficas y, por lo general, sirve al propósito de eliminar irregularidades como resultado del error de muestreo de un histograma que describa información reunida en una encuesta muestral. La figura siguiente ilustra cómo el histograma (c) puede convertirse en una curva suave de frecuencias. 
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1.8.3 Ojivas.

Una distribución de frecuencias acumuladas nos permite ver cuántas observaciones están por encima de ciertos valores, en lugar de hacer un mero registro del número de elementos que hay dentro de los intervalos.

La gráfica de una distribución de frecuencias acumuladas se conoce como ojiva.

En ocasiones, la información que utilizamos se presenta en términos de frecuencias acumuladas "mayores que". La ojiva adecuada para tal información tendría una inclinación hacia abajo y hacia la derecha, en lugar de tener una inclinación hacia arriba y a la derecha.

Podemos construir una ojiva de una distribución de frecuencias relativas de la misma manera en que trazamos la ojiva de una distribución de frecuencias absolutas. Sólo habrá un cambio: la escala del eje vertical.

Del ordenamiento de datos podemos construir distribuciones de frecuencias. A partir de las distribuciones de frecuencias podemos construir distribuciones de frecuencias acumuladas. A partir de éstas podemos trazar una ojiva. Y de esta ojiva podemos aproximar los valores que tenemos en el ordenamiento de datos. Sin embargo, no podemos recobrar de manera normal los datos originales exactos a partir de cualquiera de las representaciones gráficas que hemos analizado.

Ojiva:
La misma idea de unir los centros de las bases superiores de los rectángulos de la distribución del histograma de frecuencias acumuladas, da lugar al polígono de frecuencias acumuladas u ojiva. 
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OJIVAS 

Cualquier distribución de frecuencias acumulativa, como las observadas en las tablas 3.12 y 3.13, también puede graficarse: 

Una representación gráfica de una distribución de frecuencias acumulativa (tipo LE o tipo ME) se llama ojiva. 
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En el caso de una distribución de frecuencias acumulativa del tipo menor o igual que (LE), cada frecuencia acumulativa de clase se grafican en forma vertical arriba del límite superior de la clase correspondiente que, a su vez se mide en forma horizontal. El panel (a) de la figura anterior, por ejemplo, muestra una ojiva basada en las columnas uno y tres de la tabla 3.12. La anotación en el círculo en la columna tres ahora aparece como punto b: 76 compañías tuvieron utilidades de menos de 1 000 millones. 

En el caso de una distribución de frecuencias acumulativa del tipo mayor o igual que (ME), cada frecuencia acumulativa de clase se gráfica en forma vertical arriba del límite inferior de la clase correspondiente. El panel (b) de la figura anterior, por ejemplo, muestra una ojiva basada en las columnas uno y tres de la tabla 3.13. El número dentro del círculo en la columna tres aparece ahora como punto e:24 empresas tuvieron utilidades de 1 000 o más millones. 

1.8.4 Gráficas circulares.

Diagrama de sectores: 

Está representación gráfica consiste en dividir un círculo en tantos sectores circulares como modalidades presente el carácter cualitativo, asignando un ángulo central a cada sector circular proporcional a la frecuencia absoluta ni, consiguiendo de esta manera un sector con área proporcional también a ni.  

	 Ejemplo: 


Así, los ángulos que corresponden a las cuatro modalidades de la tabla adjunta serán: 

	 
	Número de casos
	Ángulo(grados) 

	Rehusaron cirugía 
	26 
	234° 

	Rehusaron radiación 
	3 
	27° 

	Empeoraron por  
una enfermedad  
ajena al cáncer 
	10 
	90° 

	Otras causas 
	1 
	9° 


Y su representación en un diagrama de sectores será: 

[image: image268.png]Rehusaron Cirugia
26

Otras Cansas

Etnp. otra Enfermedad

Rehusaron Radiacion o

3




Diagrama de sectores 
Este tipo de diagramas puede ser de dos tipo, se puede considerar una figura geométrica en la que la información se distribuye dentro de la figura como puede ser una dona o un anillo en el que cada porción dentro de la figura representa la información porcentual del total de datos. La segunda opción es la utilización de pasteles en los que una porción del pastel determinada por sectores individuales la información  para ese sector especifico.
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DIAGRAMAS CIRCULARES

Un diagrama circular es una figura en forma de pastel cuyas piezas representan divisiones de una cantidad total, como podría serio la distribución de las ventas en dólares de una compañía.

Un diagrama circular de porcentajes es aquel cuyos valores han sido convertidos a porcentajes para facilitar su comparación.

EJEMPLO  La figura 1-12 es un diagrama circular en el que se describen los ingresos y el porcentaje de ingresos totales de Xerox Corporation durante un año reciente de acuerdo con las categorías actividad principal (que Xerox denomina "zona de importancia decisiva”) mercados en crecimiento, países en desarrollo y nichos de oportunidad.
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Fig. 1-12 Diagrama circular.
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1.9 Distribuciones muestrales.

Considérese que todas las posibles muestras de tamaño N que pueden extraerse de una población dada (con o sin remplazamiento).

Para cada muestra se puede calcular un estadístico, tal como la media, la desviación típica, etc., que variará de una muestra a otra. De esta forma se obtiene una distribución del estadístico que se conoce como distribución muestral.

Si por ejemplo, el estadístico de que se trata es la media muestral,la distribución se conoce como distribución muestral de medias o distribución muestral de la media. Análogamente se obtendrían las distribuciones muestrales de las desviaciones típicas, varianzas, medianas, proporciones, etc.

Para cada distribución muestral se puede calcular, la media, desviación típica, etc. Así, pues, se puede hablar de la media y desviación de la distribución muestral de medias, etc.

Si se extrae un número de una urna, se puede volver o no el número a la urna antes de realizar una segunda extracción. En el primer caso, un mismo número puede salir varias veces, mientras que en el segundo un número determinado sólo puede salir una vez. El muestreo, en el que cada miembro de la población puede elegirse más de una vez, se llama muestreo con remplazamiento. mientras que si cada miembro no puede ser elegido más de una vez, se llama muestreo con remplazamiento.
DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA MEDIA (VARIANZA CONOCIDA Y DESCONOCIDA) 
Supongase que una muestra aleatoria de n observaciones se ha extraído de alguna población y que [image: image271.png]


se ha calculado, digamos, para estimar la media de la población. Debería ser claro que, si tomamos una segunda muestra aleatoria de tamañon de esta población, sería bastante irrazonable esperar el mismo valor para [image: image272.png]


, y si tomamos varias muestras más probablemente ninguna de las [image: image273.png]


sería igual a otra. Las diferencias entre tales [image: image274.png]


se atribuyen generalmente al azar, y esto trae a colocación importantes problemas relativas a su distribución, en especial los relacionados con la amplitud de sus fluctuaciones.

A manera de ejemplo suponga que 50 muestras aletorias de tamaño n =10 se extraen de una población que tiene la distribución uniforme discreta
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El muestreo es con reemplazo, por así decirlo; de modo que estamos muestreando de una población infinita. Una forma conveniente de obtener estas muestras es utiliza una tabla de números aleatorios, haciendo que cada muestra conste de 10 dígitos consecutivos de renglones o columnas aleatoriamente escogidos. De esta manera, tenemos 50 muestras cuyas medias son


	4.4
	3.2
	5.0
	3.5
	4.1
	4.4
	3.6
	6.5
	5.3
	4.4

	3.1
	5.3
	3.8
	4.3
	3.3
	5.0
	4.9
	4.8
	3.1
	5.3

	3.0
	3.0
	4.6
	5.8
	4.6
	4.0
	3.7
	5.2
	3.7
	3.8

	5.3
	5.5
	4.8
	6.4
	4.9
	6.5
	3.5
	4.5
	4.9
	5.3

	3.6
	2.7
	4.0
	5.0
	2.6
	4.2
	4.4
	5.6
	4.7
	4.3


Al agruparlas es una distribución con las clases 2.0 - 2.9, 3.0 - 3.9, ..., y 6.0 - 6.9, obtenemos
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	Frecuencia

	2.0 - 2.9
	2

	3.0 - 3.9
	14

	4.0 - 4.9
	19

	5.0 - 5.9
	12

	6.0 - 6.9
	3


Total 50


En esta distribución y en su histograma, es obvio que la distribución de las medias tiene claramente la forma de campana , a pesar que la población misma tiene una distribución uniforme. Aquí surge la pregunta de sí en realidad nuestro resultado es representativo; esto es, sí obtendríamos distribuciones similares al repetir el experimento otra vez. 

Para responder esto, tendremos que investigar la distribución muestral teórica de la media, la cual en el ejemplo nos da las posibilidades de obtener las medias de 2.0 a 2.9, de 3.0 a 3.9, ..., de 6.0 a 6.9 y quizás para valores menores de 2.0 o mayores que 6.9. A continuación nos referiremos a algunos teoremas que dan las expresiones para la [image: image277.png]Hy



y la varianza [image: image278.png]Bl



de distribuciones muestrales de la media:

	Teorema.- Si una muestra aleatoria de tamaño n se elige de una población que tiene la media  y varianza 2, entonces [image: image279.png]


es un valor de una variable aleatoria cuya distribución tiene la media . Para muestras tomadas de poblaciones infinitas la varianza de esta distribución es [image: image280.png]


; para muestras extraídas de poblaciones finitas de tamaño N la varianza es.
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DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA PROPORCION 
Cuando se examinan variables cualitativas, la caracterísitca que se suele considerar es la proporción de éxitos. Como ejemplo, a un encuestador político le interesaría estimar la proporción real de votos que obtendrá un candidatos particular.

Se define la proporción p de éxitos como
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mientrás que el número de éxitos se define como
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en donde el número promedio de éxitos  fue igual a np y la desviación estándar  del número de éxitos fue igual a [image: image284.png]Jnp(i=p)



.

Ahora, el lugar de expresar la variable en términos del número X de éxitos se puede convertir con facilidad la variable a una proporción de éxitos al dividirla entre n, el tamaño de la muestra. Por tanto, la proporción promedio o esperada de éxitos es p, mientrás que la desviación estándar p de la proporción de éxitos es igual a
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Corforme aumenta el tamaño de la muestra, se puede aproximar a la distribución binomial con la distribución normal. La regla empírica es que si np y n (1-p) eran, cuando menos 5 cada una, la distribución normal proporciona una buena aproximación de la distribución binomial. En la mayor parte de los casos en los cuales se hacen inferencias en cuanto a la proporción, el tamaño de la muestra es muy grande, con lo que la distribución normal arroja una buena aproximación a la distribución binomial. Por tanto, la distribución normal se puede utilizar para investigar la distribución en el muestreo de la proporción.

Como la distribución en el muestreo de la proporción tiene distribución aproximadamente normal, se tiene lo siguiente:

[image: image286.png]





y como se están manejando proporciones muestrales (no medias muestrales, y

ps = proporción muestral
p = proporción poblacional
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se tiene
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Al igual que con os datos cuantitativos, el conocimiento de la distribución en el muestreo permitirá hacer inferencias en cuanto a un tamaño de población, basadas sóloen la proporción de éxitos en una sola muestra. Estos conceptos de la inferencia se verán más adelante

DISTRIBUCION MUESTRAL DE DIFERENCIAS DE MEDIAS Y DIFERENCIAS DE PROPORCIONES CON VARIANZA CONOCIDA 
Supóngase que se tiene dos poblaciones. Por cada de muestra de tamaño N1 extraída de la primera población se calcula un estadístico S1. Estos proporciona una distribución muestral del estadístico S1 cuya media y desviación estándar típica vienen dadas por s1 y s1, respectivamente. Análogamente, para cada muestra de tamaño N2 extraída de la segunda población, se calcula un estadísitico S2. Esto igualmente proporciona una distribución muestral del estadistico S2, cuya media y desviación típica vienen dadas por s2 y s2. De todas las posibles combinaciones de estas muestras de las dos poblaciones se puede obtener una distribución de las diferencias, S1-S2 que se conoce como distribución muestral de diferencias de los estadísticos. La media y la varianza de esta distribución muestral se denotan, respectivamente, por s1-s2 y s1-s2 y son dadas por

s1-s2 = s1 - s2 y s1-s2 = [image: image289.png]1f::rzx, +o’s,






con tal que las muestras no dependan de ninguna forma una de otra, es decir, las muestras sea independientes.

SI S1 y S2 son las medias muestrales de las dos poblaciones, las cuales vienen dadas por [image: image290.png]


1 y [image: image291.png]


2, entonces la distribución muestral de las diferencias de medias para poblaciones infinitas con medias y desviaciones típicas 1, 1 y 1, 2, respectivamente, tiene por media y desviación típica.
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. El resultado se mantiene válido para poblaciones finitas si el muestreo es con reemplazo. Resultados similares pueden obtenerse para poblaciones finitas en las que el muestreo se realiza sin reemplazo partiendo de las ecuaciones anteriores.

Resultados correspondientes pueden deducirse para las distribuciones muestrales de diferencias de proporciones de dos poblaciones distribuidas binomialmente con parámetros p1, q1 y p2, q2, respectivamente. En este caso S1 y S2 corresponden a las proporciones de éxito, P1 y P2 y las ecuaciones anteriores dan los siguientes resultados
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Si N1 y N2 son grandes (N1, N2 mayor igual que 30), las distribuciones muestrales de diferencias de medias o prporciones se distribuyen muy aproximadamente como una normal.
DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA VARIANZA Y RAZON DE VARIANZAS 
La desviación típica de la distribución muestral de un estadístico se conoce también como su error típico. En la Tabla se han anotado los errores típicos de distribuciones muestrales para diversos estadísticos bajo las condiciones de muestreo aleatorio sin remplazamiento para una población infinita (o muy grande) o con reemplazamiento para una población finita. También se apuntan notas especiales que indican las condiciones para las que los resultados son válidos, así como otras notas de interés.

Las cantidadesr y [image: image294.png]


, s, P, mr denotan respectivamente, las medias, desviaciones típicas, proporciones y momentos de orden r respecto de la media en la población y en la muestra.

Es de notar que si el tamaño de la muestra N es bastante grande, las distribuciones muestrales son normales o casi normales. Por esta razón, los métodos se conocen como métodos para grandes muestras. Cuando N < 30, las muestras se llaman pequeñas. La teoría de pequeñas muestras, o teoría de muestreo exacto, como a veces se conoce se tratará mas adelante.

Cuando los parámetros de la población, tales como r se desconocen, pueden estimarse mediante sus correspondientes estadísiticos muestrales si las muestras son suficientemente grandes.

Unidad 2. Probabilidad.

2.1 Teoría elemental de probabilidad.

2.1.1 Concepto clásico y como frecuencia relativa.

Concepto clásico. 
El desarrollo inicial de la probabilidad se asocia con los juegos de azar. Por ejemplo, considérense dos dados que se distingan y que no están cargados; el interés recae en los números que aparecen cuando se tiran los dados. En la siguiente tabla se dan los 36 posibles pares de números: 
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Una característica clave de este ejemplo, así como también de muchos otros relacionados con los juegos de azar, es que los 36 resultados son mutuamente excluyentes debido a que no pueden aparecer más de un par en forma simultánea. Los 36 resultados son igualmente probables puesto que sus frecuencias son prácticamente las mismas, si se supone que los dados no están cargados y que el experimento se lleva a cabo un número suficientemente grande de veces. Nótese que de los 36 resultados posibles, seis dan una suma de siete, cinco dan una suma de ocho, etc. Por lo tanto, puede pensarse de manera intuitiva que la probabilidad de obtener un par de números cuya suma sea siete es la proporción de resultados que suman siete con respecto al número total, en este caso 6/36. Es importante que usted comprenda que la proporción 6/36 se obtiene únicamente después de que el experimento se realiza un número grande de veces, es decir, después de efectuar el experimento muchas veces se observará que, alrededor de la sexta parte de éste, la suma de los números que aparecen es igual a siete. La proporción 6/36 no significa que en seis tiradas, forzosamente una dará como resultado un siete. Para situaciones de este tipo es apropiado el siguiente concepto de probabilidad. 
PROBABILIDAD. Si un experimento que está sujeto al azar, resulta de n formas igualmente probables y mutuamente excluyentes, y si nA de estos resultados tienen un atributo A, la probabilidad de A es la proporción de nA con respecto a n. 


Concepto como frecuencia relativa. 
En muchas situaciones prácticas, los posibles resultados de un experimento no son igualmente probables. Por ejemplo, en una fábrica las oportunidades de observar un artículo defectuoso normalmente será mucho más rara que observar un artículo bueno. En este caso, no es correcto estimar la probabilidad de encontrar un artículo defectuoso mediante el empleo del concepto clásico. En lugar de éste, en muchas ocasiones se emplea la interpretación de la probabilidad como una frecuencia relativa. 
La interpretación de una frecuencia relativa descansa en la idea de que un experimento se efectúa y se repite muchas veces, y prácticamente bajo las mismas condiciones. Cada vez que un experimento se lleva a cabo, se observa un resultado. Este es impredecible dada la naturaleza aleatoria del experimento, la probabilidad de la presencia de cierto atributo se aproxima por la frecuencia relativa de los resultados que posee dicho atributo. Conforme aumenta la repetición del experimento, la frecuencia relativa de los resultados favorables se aproxima al verdadero valor de la probabilidad para ese atributo. Por ejemplo: supóngase que se desea determinar la proporción de artículos defectuosos en un proceso de fabricación. Para llevar a cabo lo anterior, se muestra un determinado número de artículos; cada observación constituye un experimento. Los resultados pueden clasificarse como defectuosos o no defectuosos. Si el proceso de fabricación es estable, y asegura así las condiciones uniformes, al aumentar el número de artículos muestreados, la frecuencia relativa de artículos defectuosos con respecto al número de unidades muestreadas se aproximará cada vez más a la verdadera proporción de artículos defectuosos. 
Para ilustrar la interpretación de la probabilidad como frecuencia relativa se simuló en una computadora un proceso de muestreo de n unidades, suponiendo que el proceso de fabricación producía un 5% de artículos defectuosos. Para cada n se observó el número de unidades defectuosas; los resultados se dan a continuación, para valores de n entre 20 y 10 000: 
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A partir de esto es razonable concluir que la frecuencia relativa tiende a un valor verdadero de 0.05 conforme n crece. De esta manera, se sugiere el siguiente concepto de la probabilidad como frecuencia relativa. 
PROBABILIDAD. si en un experimento se repite n veces bajo las mismas condiciones y nB de los resultados son favorables a un atributo B, el límite de nB/n conforme n se vuelve grande, se conceptualiza como la probabilidad del atributo B. 
2.1.2 Interpretación subjetiva de la probabilidad.

2.2 Probabilidad de eventos.

Probabilidad de eventos
Para calcular la probabilidad de eventos es necesario que éstos se comporten de una maner más o menos estable. Precisamente, se echa mano de la regularidad estadística, que es la propiedad de los fenómenos aleatorios, y que consiste en que al aumentar el número de repeticiones de un experimento en condiciones prácticamente constantes, la frecuencia relativa de ocurrencia para cada evento tiende a un valor fijo.

Sin embargo, al momento de definir la probabilidad de un evento podemos tomar en cuenta los siguientes criterios:

1. La probabilidad subjetiva de un evento se la asigna la persona que hace el estudio, y depende del conocimiento que esta persona tenga sobre el tema. Precisamente por su carácter de subjetividad no se considera con validez científica, aunque en la vida diaria es de las más comúnes que se utilizan al no apoyarse más que en el sentido común y los conocimientos previos, y no en resultados estadísticos. 

2. La probabilidad frecuencial de un evento es el valor fijo al que tienden las frecuencias relativas de ocurrencia del evento de acuerdo a la regularidad estadística. Esta definición sería la más real, pero proporciona probabilidades aproximadas, es decir, proporciona estimaciones y no valores reales. Además, los resultados son a posteriori, pues se necesita realizar el experimento para poder obtenerlo. (Para ver un ejemplo haz click aquí.) 

3. La probabilidad clásica de un evento E, que denotaremos por P(E), se define como el número de eventos elementales que componen al evento E, entre el número de eventos elementales que componen el espacio muestral:
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Es la definición más utilizada porque supone de antemano, y se necesita como requisito indispensable, que todos los eventos elementales tienen la misma probabilidad de ocurrir.

2.2.1 Definición de espacio muestral.

El conjunto de todos los resultados posibles diferentes de un determinado experimento aleatorio se denomina Espacio Muestral asociado a dicho experimento y se suele representar por Ω. A los elementos de Ω se les denomina sucesos elementales. 

Así por ejemplo, el espacio muestral asociado al experimento aleatorio consistente en el lanzamiento de una moneda es Ω= {Cara, Cruz}; el espacio muestral asociado al lanzamiento de un dado es Ω={1, 2, 3, 4, 5, 6}, siendo Cara y Cruz los sucesos elementales asociados al primer experimento aleatorio y 1, 2, 3, 4, 5 y 6 los seis sucesos elementales del segundo experimento aleatorio. 

A pesar de la interpretación que tiene el espacio muestral, no es más que un conjunto abstracto de puntos (los sucesos elementales), por lo que el lenguaje, los conceptos y propiedades de la teoría de conjuntos constituyen un contexto natural en el que desarrollar el Cálculo de Probabilidades. 

Sea A el conjunto de las partes de , es decir, el conjunto de todos los subconjuntos de Ω. En principio, cualquier elemento de A, es decir, cualquier subconjunto del espacio muestral contendrá una cierta incertidumbre, por lo que trataremos de asignarle un número entre 0 y 1 como medida de su incertidumbre. En Cálculo de Probabilidades dichos subconjuntos reciben en el nombre de sucesos, siendo la medida de la incertidumbre su probabilidad. La tripleta (Ω,A,P) recibe el nombre de espacio probabilístico. 

Por tanto, asociado a todo experimento aleatorio existen tres conjuntos: El espacio muestral , la clase de los sucesos, es decir, el conjunto de los elementos con incertidumbre asociados a nuestro experimento aleatorio A, y una función real, P:A[image: image298.png]


[0, l], la cual asignará a cada suceso (elemento de A) un número entre cero y uno como medida de su incertidumbre. 

Advertimos no obstante, que la elección del espacio muestral asociado a un experimento aleatorio no tiene por qué ser única, sino que dependerá de que sucesos elementales queramos considerar como distintos y del problema de la asignación de la probabilidad sobre esos sucesos elementales. 

	 Ejemplo: : "Urna"


Consideremos el experimento aleatorio consistente en extraer una bola al azar de una urna compuesta por tres bolas rojas, dos blancas y una verde. 

Podemos considerar como espacio muestral 

Ω1= {ω1, ω2, ω3}

en donde sea ω1 = bola roja, ω2= bola blanca y ω3 = bola verde, aunque también podíamos haber considerado como espacio muestral el conjunto 

Ω1= {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6}

en donde ωi = bola roja, i = 1,2,3, ωi = bola blanca, i= 4,5 y ω6= bola verde, haciendo las bolas distinguibles. 

Ambos pueden ser considerados espacios muéstrales del experimento descrito, eligiendo el que más nos convenga, por ejemplo, a la hora de asignar la probabilidad a los sucesos elementales de uno u otro espacio muestral. 



Respecto a la clase de los sucesos A, es natural que ésta tenga una estructura tal que permita hablar no solo de sucesos sino también de su unión, intersección, diferencia, complementario, etc., debiendo ser la clase A, en consecuencia, cerrada a dichas operaciones entre "conjuntos" (entre sucesos). Esta es la situación del conjunto de las partes cuando es finito o inclusive numerable (caso, por ejemplo, del espacio muestral asociado al experimento aleatorio consistente en lanzar una moneda hasta que salga cara por primera vez). En otras ocasiones en las que sea un conjunto continuo (por ejemplo, cuando estudiamos el tiempo que tarda un isótopo radioactiva en volverse inestable), deberá ser A un conjunto estrictamente más pequeño que el conjunto de las partes de Ω. 

En todo caso podemos pensar en A como en el conjunto que contiene todos los elementos de interés, es decir, todos los sucesos a los que les corresponde una probabilidad. 

Apuntemos además algunas peculiaridades del Cálculo de Probabilidades respecto a la teoría de conjuntos. Aquí, el conjunto vacio 0 recibe el nombre de suceso imposible, definido como aquel subconjunto de que no contiene ningún suceso elemental y que corresponde a la idea de aquel suceso que no puede ocurrir. 

De forma análoga, el espacio total recibe el nombre de suceso seguro al recoger dicha denominación la idea que representa. 

Llamaremos sucesos incompatibles a aquellos cuya intersección sea el suceso imposible. 

Por último, digamos que la inclusión de sucesos, A B, se interpreta aquí como que siempre que se cumpla el suceso A se cumple el B; por ejemplo, siempre que salga el 2 (suceso A) sale par (suceso B). 

	 Ejemplo: "Lanzamiento de un dado"


El espacio probabilístico asociado al experimento aleatorio consistente en el lanzamiento de un dado, tendrá como espacio muestras Ω={1,2,3,4,5,6} y como espacio de sucesos el conjunto de las partes por ser Ω finito, el cual contiene 26 elementos, 

A = { Φ, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {1,6}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,4}, {3,5}, {3,6}, {4,5}, {4,6}, {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,2,6}, {1,3,4}, {1,3,5}, {1,3,6}, {1,4,5}, {1,4,6}, {1,5,6}, {2,3,4}, {2,3,5}, {2,3,6}, {2,4,5}, {2,4,6}, {2,5,6}, {3,4,5}, {3,4,6}, {3,5,6}, {4,5,6}, {1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,3,6}, {1,2,4,5}, {1,2,4,6}, {1.,2,5,6}, {1,3,4,5}, {1,3,4,6}, {1,3,5,6}, {1,4,5,6}, {2,3,4,5}, {2,3,4,6}, {2,3,5,6}, {2,4,5,6}, {3,4,5,6}, {1,2,3,4,5}, {1,2,3,4,6}, {1,2,3,5,6}, {1,2,4,5,6}, {1,3,4,5,6}, {2, 3, 4, 5, 6}, Ω }. 

Obsérvese que este conjunto contiene los sucesos sobre los que habitualmente se tiene incertidumbre, como por ejemplo que salga un número par, {2,4,6}, o un número mayor que cuatro, {5,6}, o simplemente que salga un seis, {6}, y que como se ve es cerrado respecto de las operaciones entre conjuntos. 

El último elemento del espacio probabilístico es la probabilidad, que como antes dijimos está definida sobre A, asignando a cada suceso un número entre 0 y 1. 

La probabilidad se nos presenta cuando nos enfrentemos a una situación azarosa. 
1. Azar y desconocimiento. 

< font no. o defectuoso sea artículo el que es factible tan qué numérica manera una de cuantificar posible proceso en experiencia con Claro defectuoso. seleccionado si sabemos no azar este esencial parte la y aleatoria) (o azarosa situación Esta bueno resultar puede ese ciegas??, ``a un escoge se producción toda Si ``defectuoso??. ``bueno?? como calificarse cada idénticos, son producidos artículos los todos No determinado. cantidades grandes produce industrial piense ayudar; nos ejemplo Un desconocimiento. relacionado está El>

2. Azar e incertidumbre. 

Hay otro concepto asociado al azar y es el de incertidumbre. Veamos un ejemplo. Respecto a una inversión, podemos estar contemplando invertir una cantidad de dinero. El retorno sobre la inversión puede ser fijo, como en el caso de una cuenta en un banco con interés fijo; pero pensemos en una empresa. El negocio puede resultar desde un gran éxito hasta un fracaso, es decir, la ganancia no es fija, sino que depende del éxito a obtener. Si no podemos evaluar qué tan factible es cada monto posible de la ganancia, tenemos una situación de incertidumbre. Por el contrario, si podemos tener una idea de qué tan probables son los diferentes resultados y entonces tendremos una situación de riesgo. Esta última es la que llamamos aleatoria o azarosa. 

ESPACIO MUESTRAL Y PROBABILIDAD. 
El párrafo anterior se resume diciendo que en las situaciones o experimentos aleatorios tenemos dos elementos esenciales: 

1. Una lista de posibilidades a futuro: espacio muestral 

2. Una cuantificación de la incertidumbre sobre esa lista de posibilidades: asignación de probabilidades. 

Cualquier problema o situación en la probabilidad, parte de esos dos elementos: Espacio Muestral y Probabilidades. 

ESPACIO MUESTRAL. 
El espacio muestral es el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento o situación aleatoria. 

Si en una caja hay 10 manzanas y 2 están echadas a perder (¡al menos en este momento!), al extraer tres manzanas y ver cuantas son buenas podemos obtener 1, 2 o 3 buenas (¡0 buenas es imposible!). De modo que en este ejemplo el espacio muestral es: { 1, 2, 3 }. 

< font o el que de en si un Si los todos nos }. 15 , . 2, 1, 0, { es: muestral espacio entonces resultan, soles número fijáramos Pero 5, 4, 3, requeridos, volados fijamos volados, sean hasta seguidas águilas tres obtener falta hagan tirar consiste juego> 

Es claro que para determinar el espacio muestral en un experimento aleatorio es necesario entender perfectamente: 

· Qué se va a hacer. 

· Qué se va a observar o contar. 

2.2.2 Discreto y continuo.

2.2.3 Definición de evento.

EVENTOS. 
Cuando se tiene un espacio muestral llamamos, formalmente evento a cualquier subconjunto del espacio muestral. 

Decimos que un evento se realiza, cuando el resultado del experimento aleatorio es un elemento del evento. 

Las dos definiciones anteriores son muy abstractas. Veamos un par de ejemplos. 

En el caso de contar cuantos volados hacen falta para conseguir tres águilas seguidas o tirar 15 volados; el espacio muestral son los números: 3, 4, 5, . . . , 15. Un evento podría ser { 3, 5, 7, . . . , 15}. Este evento corresponde a que el número de tiros necesario sea nón. Si al hacer los volados los resultados fueran: 

· AASAASSSAAA (aquí nos detenemos porque han caído ya, tres águilas seguidas), el evento si se realizó porque el número necesario fue 11 y es nón. 

· SSSAAA (aquí paramos porque ya hay tres águilas), el evento no se realizó. 

Podemos pensar que cada experimento al azar es un juego y que un evento es una lista de los resultados que hacen que YO gane. 
Otro ejemplo más. Al comprar llantas para mi auto, puede ser que manifiesten un defecto de fabricación dentro del período de garantía total y que el fabricante deba reponerlas. También puede pasar que el defecto se manifieste en el período de garantía parcial y que el fabricante bonifique sólo un porcentaje o que el defecto se manifieste después de vencido el período de garantía en cuyo caso el fabricante no paga nada. También puede pasar que las llantas no tengan defecto de fabricación aparente y que no haya garantía que reclamar. Como se puede considerar que las llantas que me vendieron se escogieron al azar de entre toda la producción, tenemos un experimento aleatorio. 

El espacio muestral en este experimento es: S = { T, P1, P2, P3, N, OK }. Con la siguiente notación T: pago total, P1 pago del 50%, P2: pago del 30%, P3: pago del 10%, N: nada de pago, OK: llantas sin defecto. El evento { OK } sólo se realiza cuando las llantas no tienen defecto. 

En este último ejemplo se tiene un evento simple porque consta de un solo punto del espacio muestral. Será compuesto cuando tiene varios puntos del espacio muestral. Se llama evento imposible al que no puede ocurrir; éste evento corresponde al conjunto vacío. Otro evento extremo es el espacio muestral mismo que, puesto que siempre ocurre, se llama evento seguro.

Eventos

Cuando se realiza un experimento, que es cualquier proceso que produce un resultado o una observación, se van a obtener un conjunto de valores. A este conjunto de valores que puede tomar una variable se le denomina espacio muestral.

	Por ejemplo: Si se tiene un dado cualquiera, el espacio muestral (EM) es EM={1,2,3,4,5,6}.


Si existen más de una variable, el espacio muestral está formado por las combinaciones de valores de cada una de las variables.

Si tomamos un subconjunto cualquiera del espacio muestral tenemos lo que se denomina un evento, y si éste consta de un solo elemento entonces es un evento elemental.

Como se puede uno imaginar, existen eventos que siempre, no importa el número de experimentos o su situación, ocurren, y en cambio existen otros que nunca ocurren. Los que siempre ocurren son los eventos seguros, y los que nunca son los eventos imposibles.

Sin embargo, no todos los resultados son al azar, pues si un experimento es cualquier proceso entonces los resultados pueden tomar cualquier tipo de valor. Por esta razón, se define como experimento aleatorio al proceso en el que se pueden predecir con certeza la ocurrencia de sus eventos, con excepción del seguro o del imposible. Hay que hacer la observación que esta definición habla en términos generales y no específicamente sobre algún experimento en particular.

A aquélla variable que está asociada a un experimento de este tipo se le denomina variable aleatoria.

En cambio, a un experimento no aleatorio se le denomina experimento determinístico.

Cuando hablamos de varios eventos dentro del mismo experimento se pueden dar varios casos.

Si dos o más eventos no pueden ocurrir simultáneamente, se llaman eventos mutuamente excluyentes, es decir, que la intersección de ambos eventos es vacía.

Por otro lado, en ocasiones un evento o más eventos dependen de otro evento previo, es decir, un evento A ocurre dado que ocurrió un evento B. Si existe este tipo de relación entre eventos se dice que son eventos dependientes o condicionados (el evento A depende del evento B, o el resultado del evento A está condicionado al resultado del evento B). Por otro lado, si no existe tal relación entre eventos se dice que son eventos independientes. Los criterios de dependencia o de independencia se definirán más adelante, en términos de probabilidad condicional.

2.2.4 Simbología, uniones e intersecciones.

Las operaciones son formas específicas de combinar conjuntos para formar otros conjuntos. Constituyen un sistema lógico de construcción de nuevos conjuntos en base a conjuntos dados. Estas operaciones y sus propiedades nos llevan a la Teoría de Conjuntos como un álgebra, o sea como un sistema matemático. En particular, se tratan las operaciones de complementación, intersección, unión y diferencia. 
COMPLEMENTACION 
Sea B un subconjunto cualquiera del conjunto universal [image: image299.png]


. El complemento de B con respecto a U se define como el conjunto de elementos de [image: image300.png]


que no pertenecen a B. Se simboliza al complemento de B por B´, y se lo especifica por comprensión mediante la expresión simbólica: 

[image: image301.png]={xeQ|xeB)={(xxeQy xeB}




Esta expresión se lee así: "complemento de B es el conjunto de los elementos x que pertenecen a U pero no pertenecen a B". 
PROPIEDADES DE LA COMPLEMENTACION 
i. El complemento del conjunto universal U es el conjunto vacío Ø. Recíprocamente, el complemento del conjunto vacío es el conjunto universal. 

En símbolos: 
[image: image302.png]



ii. ¿ Cuál es el complemento del complemento de un conjunto ? 

El complemento de A está formado por todos los elementos de U que no están en A´ (o sea por todos los que no quedan fuera de A) y éstos son exactamente los elementos del conjunto A. 
En símbolos: 
[image: image303.png]Ay =(zxeh)=(zx €A} =A




o sea (A´)´ = A. 

INTERSECCION 
Sean A y B dos conjuntos cualesquiera del conjunto universal [image: image304.png]


. La intersección de los conjuntos A y B , es el conjunto de los elementos de [image: image305.png]


que son miembros tanto de A como de B. Se simboliza por A [image: image306.png]


B, y se especifica por comprensión como sigue: 

[image: image307.png]ANB={(zxeQlzxeh y xeBy={(xxeh xeB)




Esta expresión se lee así: "A intersección B, es el conjunto de elementos de [image: image308.png]


que pertenecen a A y a B." 
PROPIEDADES DE LA INTERSECCION 

i. De la definición de intersección se deduce directamente que: [image: image309.png]ANB=Bn4




La operación de intersección es conmutativa. 

ii. la intersección de dos conjuntos da lugar a dos posibilidades distintas: 

1. El conjunto de interseccón no es vacío; al menos, hay un elemento común a ambos conjuntos A y B. 

En símbolos 

[image: image310.png]ANBz@




2. Los conjuntos A y B no tienen elementos en común; son disjuntos o mutuamente excluyentes. 

En símbolos [image: image311.png]ANB=Bn4



. 

iii. Para cualquier subconjunto A del conjunto universal [image: image312.png]


se cumple que [image: image313.png]Ano=0



. Por definición de intersección de conjuntos [image: image314.png]An@={(xxeh yxed}



. 

iv. Para cualquier subconjunto A del conjunto universal [image: image315.png]


se cumple que [image: image316.png]AnQ=4A




Por definición de intersección de conjuntos [image: image317.png]AN Q=(zxed y xeQ)




v. Para cualquier conjunto A se cumple que [image: image318.png]AnA=4a




Por definición de intersección [image: image319.png]AN A={xXeh xeh)




vi. Para cualquier conjunto A se cumple que [image: image320.png]



Por definición de intersección [image: image321.png]AnA=(@xeh y xehd)




vii. Se ha definido a la intersección como una operación binaria. No hay inconveniente en extender su ámbito de aplicación y definir la intersección de cualquier número (finito o infinito) de conjuntos, como el conjunto formado por los elementos comunes a todos ellos. Por ejemplo, para el caso de tres conjuntos A, B y c, se define [image: image322.png]ANBN C={xdxeA xeB,xeC}



Para los conjuntos cualesquiera [image: image323.png]ANBn N EK={(xxeh zxeB, , xek}




viii. La operación de intersección es asociativa: [image: image324.png]ANEBNC)=ANBNC=ANnBnC




LA INTERSECCION Y LA INCLUSION 
i. Sean P, Q y T subconjuntos cualesquiera del conjunto universal U. si T está contenido tanto en P como en Q, también está contenido en la intersección [image: image325.png]P



. 

En símbolos: si [image: image326.png]TcP yTcQ



entonces [image: image327.png]TcPn Q



. A su vez, si un conjunto T está incluido en la intersección de dos conjuntos P y Q, entonces está incluido también en cada uno de ellos. 

En símbolos: si [image: image328.png]TcPn Q



entonces [image: image329.png]TcP yTcQ



. 

Resumiendo ambas propiedades se llega a que: [image: image330.png]TcPn Q&TcP yTcQ




ii. Sean A y B dos subconjuntos cualesquiera del conjunto universal [image: image331.png]


. El conjunto intersección [image: image332.png]


está incluido tanto en A como en B. En símbolos: [image: image333.png]ANBchy ANnBCB




iii. Sean R y S dos subconjuntos cualesquiera del conjunto universal U. Si R es un subconjunto de S, el conjunto intersección [image: image334.png]


es igual al conjunto R. En símbolos: [image: image335.png]RcsS=>RnS




A su vez, si el conjunto R es igual a la intersección [image: image336.png]


, esto implica que [image: image337.png]


. En símbolos: [image: image338.png]RnS=R=>RcCS



Resumiendo ambas propiedades, se concluye que[image: image339.png]RnS=R=>RcCS



 

UNION 
Sean P y Q dos subconjuntos cualesquiera del conjunto universal U. La unión de los conjuntos P y Q es el conjunto de los elementos de U que pertenecen por lo menos a uno de los conjuntos P ó Q. 
En símbolos: 
[image: image340.png]PU Q={xeQ|xeP ¢ xeQ




Esta expresión se lee así: "P unión Q es el conjunto de elementos x que pertenecen a P, a Q, o a ambos (P y Q)". 
PROPIEDADES DE LA UNION 
i. De la definición de unión se deduce directamente que A U B = B U A La operación de unión de conjuntos es conmutativa. 

ii. Sea A un subconjunto cualquiera del conjunto universal U. La unión de A y Ø es igual al conjunto A. En símbolos A U Ø = A. Por definición de unión 

[image: image341.png]AU O=(xlxeh ¢ xe@)={xxeh)=A




iii. Sea A un subconjunto cualquiera del conjunto universal S. La unión de A y el conjunto universal es igual al conjunto universal. 

En símbolos: A U S = S. Por definición de unión 
[image: image342.png]Au Q=(xlxeh § xeQ)={zxeQ)=Q




iv. Para cualquier conjunto A se cumple que A U A = A.Por definición de unión 

[image: image343.png]AU A=(gxe A ¢ xech)




. 

v. La unión de un conjunto A y de su complemento A´es el conjunto universal [image: image344.png]


. 

En símbolos: A U A´= U. 
Por definición de unión de conjuntos [image: image345.png]AU A'=(xlxeh ¢ xeh)



. 
vi. Si la unión de dos conjuntos es vacía, ambos conjuntos deben serlo. En símbolos: si A U B = Ø entonces A = Ø y B = Ø. 

vii. La unión se ha definido como una operación binaria. No hay inconveniente en extender su ámbito de aplicación y definir la unión de cualquier número (finito o infinito) de conjuntos, como el conjunto formado por los elementos que pertenecen al menos a uno de ellos. 

Por ejemplo, para el caso de tres conjuntos A, B y C, se tiene: 

[image: image346.png]AUBUC=(xlxeh s xeB $ xeC)




para k conjuntos cualesquiera[image: image347.png]AUBU . UK=(zlxeh ¢ xe€B ¢ xeK}



. 
viii. La operación de unión es asociativa: 

A U ( B U C ) = ( A U B ) U C = A U B U C. 

LA UNION Y LA INCLUSION 
i. Sean R, S y Q subconjuntos cualesquiera del conjunto universal U. Si el conjunto unión R U S es subconjunto del conjunto Q, tanto R como S están contenidos en Q. 

En símbolos: 

[image: image348.png]RUScQ=>RcQ y ScQ




A su vez si dos conjuntos R y S están contenidos en un tercero Q, su unión R U S, es también un subconjunto de Q: 
[image: image349.png]RCcQ y ScQ=>Ru ScQ




Resumiendo ambas propiedades, se llega a que 
[image: image350.png]RUSCQ®RcQ y ScQ




ii. Sean A y B dos subconjuntos cualesquiera de U. Los conjuntos A y B son subconjuntos de la unión A U B. 

En símbolos: 

[image: image351.png]ACAUB y BCAUB




Dados dos conjuntos no vacíos A y B, si A está incluido en B, el conjunto unión es igual al conjunto B. 

A su vez, si la unión de dos conjuntos no vacíos es igual a uno de ellos, entonces el otro es subconjunto del primero. En símbolos: si A U B = B entonces [image: image352.png]LCB



. 
Resumiendo ambas propiedades se llega a que 
para [image: image353.png]L#@ y B#@, AUB=B & ACB



. 
DIFERENCIA 
Sean A y B dos subconjuntos cualesquiera del conjunto universal U. La diferencia de dos conjuntos A y B es el conjunto de elementos que pertenecen a A pero no a B. 
El conjunto diferencia se denota por A -B y se especifica por comprensión mediante la expresión 
[image: image354.png]A-B ={(zlxeh y &B}




PROPIEDADES DE LA DIFERENCIA 
i. La operación de diferencia de conjuntos no es conmutativa. 

En símbolos: 
[image: image355.png]A-B=B-A




En efecto A-B se ha definido como el conjunto de los elementos de A que no pertenecen a B, o sea [image: image356.png]A-B ={(zlxeh y &B}



; mientras que B - A es el conjunto de los elementos de B que no pertenecen a A, o sea: [image: image357.png]B-A=(xxeh y xeB}



. 

ii. De la definición de diferencia se deduce directamente que: [image: image358.png]A-Bch y B-ACB



. 

iii. Si A es un subconjunto de B, no hay elementos de A que no estén en B, por lo que el conjunto A - B carece de elementos. 

En símbolos: 

[image: image359.png]ACB=>A-B=0




iv. Los conjuntos (A - B), (B - A) y [image: image360.png]


son mutuamente excluyentes; la intersección de dos cualesquiera de estos conjuntos es vacía. 

En símbolos: 

[image: image361.png](A-B)n (ANB)=2,
(A-B)r (B-4)
B —A) A (AAD





Nótese además que [image: image362.png]AUB=(A-B)U(ANB)UB-4)



. Se dice que estos conjuntos son totalmente exhaustivos. 
EJEMPLO 
[image: image363.png]Sea(1={(0,1,2,3,4,5,6} el conjunto universal, y sus subconjuntos A=(0, 1, 2, 3},
B=(2, 4,6), C=(0, 1, 3, 5} y D=(5). Aplicando las definiciones de las operaciones obtenga
los conjuntos A B, C'; AUB; (AUB)'; A-B; AnC, BAC,(BNC)' B-C; A-D; C-D;
(ANC) UD; BUC; (4)





SOLUCION 
[image: image364.png]A'={4,5,6) B'={0,1,3,5); C'={2,4,
AUB=1{0,1,2,3,4,6)= Q- {5} (A
ARC = {0, 1, 3} BAC = @ BAC) =

A-D {0,1,2,3),C-D=(0, 1,3>,(
BUC=C (A ={0,1,2, 3





EJEMPLO 
[image: image365.png]Sea(1={(0,1,2,3,4,5,6} el conjunto universal, y sus subconjuntos A=(0, 1, 2, 3},
B=(2, 4,6), C=(0, 1, 3, 5} y D=(5). Aplicando las definiciones de las operaciones obtenga
los conjuntos A B, C'; AUB; (AUB)'; A-B; AnC, BAC,(BNC)' B-C; A-D; C-D;
(ANC) UD; BUC; (4)





SOLUCION 
[image: image366.png]A'={4,5,6) B'={0,1,3,5); C'={2,4,
AUB=1{0,1,2,3,4,6)= Q- {5} (A
ARC = {0, 1, 3} BAC = @ BAC) =

A-D {0,1,2,3),C-D=(0, 1,3>,(
BUC=C (A ={0,1,2, 3





2.2.5 Diagramas de Venn.

DIAGRAMAS DE VENN 

Al trabajar con conjuntos, con las relaciones y operaciones entre ellos, es útil disponer de un sistema de representación gráfica que permita visualizar lo que ocurre e interpretar con diagramas las deducciones lógicas correspondientes. 
El procedimiento usual consiste en dibujar rectángulos, círculos u otras figuras geométricas, según un procedimiento que se conoce como "diagramas de Venn-Euler". 
En un diagrama de Venn, el conjunto de puntos interiores de un rectángulo se toma como el conjunto universal. Los subconjuntos del conjuntos universal se representan por los puntos interiores de círculos (u otras regiones cerradas) trazados dentro del rectángulo. 
Ilustraremos la utilidad de los diagramas de Venn, considerando diversos ejemplos de representación gráfica. 
i. Para un subconjunto A del conjunto universal [image: image367.png]


, el diagrama de Venn es el siguiente: 

[image: image368.png]



. 

en el que los puntos interiores a la circunferencia representan al conjunto A, y los puntos de rectángulo exteriores al circulo representan al conjunto A, y los puntos de rectángulo exteriores al círculo representan al conjunto complementario A´. 

ii. Para dos subconjuntos A y B del conjunto universal [image: image369.png]


, se tienen los siguientes diagramas: 

[image: image370.png]B]0)





En el primero se tienen dos conjuntos disjuntos, en el segundo se representan el caso de inclusión [image: image371.png]LCB



, en el tercero se observa el caso de inclusión [image: image372.png]B cA



, y en el último dos conjuntos con algunos elementos comunes. 
Para representar las operaciones entre conjuntos, se tienen los siguientes diagramas: 

[image: image373.png]v $





. 
En el primero, la zona rayada representa la intersección [image: image374.png]


; en el segundo, se tiene la unión A U B; en el tercero, la diferencia A - B, y en el último la diferencia B - A. 
También es necesario observar y comprobar algunas de las propiedades de esas operaciones. 
Por ejemplo, las propiedades 
[image: image375.png]ANB
AN B
ANB

c A
cB
=BNA




. 

se aprecian en la figura BLa; las propiedades 
[image: image376.png]AchuUB
BCAUB
ANBCAUB




. 

se aprecian en la figura BLb; las propiedades 
[image: image377.png]ACB&oANB=A
ACB&ANB
ACBSANB=Q





. 

se aprecian en la figura BIb; las propiedades 
[image: image378.png]



. 

se aprecian en la figura BH; las propiedades 
[image: image379.png]TcPNQeTcPyTcQ,
RUSCQESRCQy SCQ,




. 

se observan en los diagramas siguientes: 
[image: image380.png]



Finalmente, para representar gráficamente el caso de 3 subconjuntos del conjunto universal, son usuales los siguientes diagramas: 
[image: image381.png]



LEYES DE CONJUNTOS 

Ya hemos aprendido cómo obtener nuevos conjuntos a partir de subconjuntos dados del conjunto universal U, aplicando ciertas operaciones y sus propiedades. Ahora resumiremos en un cuadro único las propiedades más importantes a las que obedecen las operaciones entre conjuntos. 
Sean A, B y C subconjuntos cualesquiera no vacíos de un conjunto universal U. Entonces, independientemente de cuáles sean las especificaciones de U, A, B y C, se verifican las siguientes leyes de los conjuntos: 
I. de identidad 

[image: image382.png]Sc3coc
e




. 

II. de idempotencia 

[image: image383.png]AUA=4A
Ana=A




. 

III. de complementación 

[image: image384.png]



. 

IV. de conmutatividad 

[image: image385.png]AUB=BUA
AAB=BMA




V. de asociatividad 

[image: image386.png]



. 

VI. de distributividad 

[image: image387.png]AUEBNC)=(AUB) N(AUC)
AA(BUCI=(ANE) U AN




. 

VII. de "De Morgan" 

[image: image388.png]



2.3 Técnicas de conteo.

A) CONCEPTO.
Suponga que se encuentra al final de una línea de ensamble final de un producto y que un supervisor le ordena contar los elementos de un lote que se ha manufacturado hace unas horas y del que se desconoce el número de productos que lo constituyen, de inmediato usted empezará a contar un producto tras otro y al final informará al supervisor que son, 48, 54 u otro número cualquiera. Ahora suponga que ese mismo supervisor le plantea la siguiente pregunta ¿cuántas muestras o grupos será posible formar con los productos del lote, si las muestras o grupos a formar son de ocho elementos cada una de ellas?.

En el primer caso el cuantificar los elementos del lote no presenta dificultad alguna para la persona encargada de hacerlo, pero cuando se le hace el segundo planteamiento, al tratar de formar las muestras o grupos de ocho elementos la persona encargada empezará a tener dificultad para hacerlo, en casos como este es necesario hacer uso de las técnicas de conteo para cuantificar los elementos del evento en cuestión (el número de muestras posibles a formar de ocho elementos), luego, ¿qué son las técnicas de conteo?
 

Las técnicas de conteo son aquellas que son usadas para enumerar eventos difíciles de cuantificar.
Ejemplos en los que definitivamente haremos uso de las técnicas de conteo serían:
-¿Cuántas comisiones pro limpieza del instituto se pueden formar si hay 150 alumnos que desean ayudar en esta tarea y se desea formar comisiones de ocho alumnos?
-¿Cuántas representaciones de alumnos pueden ser formadas a) si se desea que estas consten solo de alumnos de Ingeniería Química?, b) se desea que el presidente sea un químico?, c) se desea que el presidente y tesorero sean químicos? Para todos los casos, se desea que las representaciones consten de once alumnos.
-¿Cuántas maneras tiene una persona de seleccionar una lavadora, una batidora y dos licuadoras, si encuentra en una tienda 8 modelos diferentes de lavadoras, 5 modelos diferentes de batidoras y 7 modelos diferentes de licuadoras?
 

Se les denomina técnicas de conteo a: las combinaciones, permutaciones y diagrama de árbol, las que a continuación se explicarán y hay que destacar que éstas nos proporcionan la información de  todas las maneras posibles en que ocurre un evento determinado.
Las bases para entender el uso de las técnicas de conteo son el principio multiplicativo y el aditivo, los que a continuación se definen y se hace uso de ellos.

Técnicas de conteo

Las técnicas de conteo para encontrar el numero de arreglos posibles de objetos en un conjunto o conjuntos son esenciales en el estudio de la probabilidad. Al contar los arreglos se puede enlistar o representar todos en forma ramificada es decir esta representación se hace en la forma de un árbol denominado diagrama de árbol.

Ej.- Un contador tiene dos sacos negro y beige y 4 camisas: celeste, café, blanca y azul de cuantas manera puede combinarse y representar con un diagrama de árbol.

	
Contador


	Saco


Negro


Beige

2              x


	Camisas

Celeste

Café

Blanco

Azul 

Celeste

Café

Blanco

Azul

4                =
	Posibles arreglos:

Negro-celeste

Negro-café

Negro-blanco

Negro-azul

Beige-celeste

Beige-café

Beige-blanco

Beige-azul

         8




Principio Fundamental del Proceso de Contar

De la sección anterior se puede establecer una manera eficiente de contar considerando el principio de multiplicación, el cual llamaremos: Principio fundamental del proceso de contar quedando explícitamente de la siguiente manera: Si en una primera decisión se puede hacer de “n” formas diferentes y una segunda decisión en “m” formas diferentes entonces las dos decisiones se pueden hacer en “n” por “m” o sea “nm” formas diferentes en el orden dado.

Ej.- Cuantas palabras de 4 letras (sin significado) se puede formar con las letras de la palabra verónica, sin usar mas de una vez cada una de las letras,

8  x  7  x  6  x  5  =  1680

Ej.- Cuantos números de 3 dígitos se pueden formar con los dígitos 6,7,8,9 si : 

a) no deben repetirse los dígitos   4  x  3  x  2  =  24

b) deben repetirse los dígitos.       4  x  4  x  4  =  64

Compruébalo

a)

	678

679

687

689

697

698
	768

769

786

789

796

798
	867

869

876

879

896

897
	967

968

976

978

986

987
	


b)

	666

667

668

669

676

677

678

679

686

687

688

689

696

697

698

699
	766

767

768

769

776

777

778

779

786

787

788

789

796

797

798

799
	866

867

868

869

876

877

878

879

886

887

888

889

896

897

898

899
	966

967

968

969

976

977

978

979

986

987

988

989

996

997

998

999
	


Ej.- cuántos números de cuatro dígitos de pueden formar con los dígitos del 0-9 si:

a) los dígitos pueden repetirse                                          9 x 10 x 10 x 10  =  9000

b) los dígitos no pueden repetirse                                     9 x 9 x 8 x 7        =  4536 

c) el ultimo digito debe ser ocho y no pueden repetirse   8 x 8 x 7 x 1         =  448    

Ej.- Cuántos juegos de placas para autos que contengan tres letras seguidas de tres dígitos utilizando para ello las 27 letras del alfabeto y los números del 0-9 si:

a) las letras y dígitos no deben repetirse

    27 x 26 x 25 x 10 x 9 x 8      =  12636000

b) las letras y dígitos pueden repetirse

    27 x 27 x 27 x 10 x 10 x 10  =  19683000

c) debe iniciar con la letra R 

    1 x 26 x 25 x 10 x 10 x 10    =    650000

    1 x 26 x 25 x 10 x 9 x 8        =    468000
    650000 + 468000                 =   1118000 

Ej.- Se tienen seis hombres y cinco mujeres y se quieren acomodar en una hilera de butacas de tal manera que las mujeres ocupen los lugares pares , en cuantas formas se pueden acomodar?

6 x 5 x 5 x 4 x 4 x 3 x 3 x 2 x 2 x 1 x 1  =  86400 

2.3.1 Diagrama de árbol.

ANALISIS COMBINATORIO, PRINCIPIO ADITIVO Y MULTIPLICATIVO (DIAGRAMA DE ARBOL) 
A pesar de la complejidad de muchos procedimientos avanzados, proporcionados por la tecnología moderna, el simple proceso de contar continua jugando un papel importante en problemas prácticos de la vida cotidiana. Tenemos que contar, por ejemplo, el número de accidentes ocurridos en los fines de semana, el número de alumnos por grupo, etc. Pero, no todos los problemas de contar son tan fáciles como estos. Por ejemplo, para calcular en cuantas formas podemos sentar a 6 personas una al lado de la otra para una foto, o el número de señales que se pueden hacer usando 4 banderas todas de diferente color, etc. 
Para responder a las preguntas de: "cuantos " o " cual es el número" podríamos proceder de dos formas: 
1. enlistar todas las posibilidades (si no son muchas), 

2. determinar su número sin enlistarlos. La determinación del número sin enlistar todas las posibilidades que es de lo que se ocupa la teoría combinatoria mediante algunas reglas o fórmulas; sin embargo, podemos auxiliarnos con diagramas para poder tener una idea intuitiva del problema. Los diagramas más usuales son los diagramas de Venn y los diagramas de árbol. 

Los diagramas de árbol son gráficas que presentan los resultados posibles de un evento, así como la probabilidad de cada uno de ellos. Dado que se analizan todos los resultados posibles debe ser 1 (o 100%). Esto debe cumplirse en todas las ramas del árbol. Son además una ayuda visual cuando es necesario tomar en cuenta el orden los elemento. A continuación se darán dos ejemplos en los cuales se muestran los atributoa del diagrama de árbol: 
EJEMPLO Un cuarto tiene cuatro puertas, llamémosla , A, B, C y D; estamos interesados en saber de cuantas formas podemos entrar por una puerta y salir por otra. 
SOLUCION Para resolver problemas como estos resultan de gran ayuda el diagrama de árbol. 
[image: image389.png]Entrada Salida
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Como podemos observar, son doce las posibilidades. 
EJEMPLO Una fábrica de alfileres logra una producción con solo 1% de alfileres defectuosos. Prepare un diagrama de árbol para dos alfileres que se toman aleatoriamente. 
SOLUCION Las ramas izquierdas del árbol presentan los resultados posibles del primer evento (tomar un alfiler) y las probabilidades de que ocurran. Las ramas derechas presentan los resultados posibles del segundo evento (tomar otro alfiler) y las probabilidades de que ocurran, suponiendo que yá ocurrió el primer evento. 
[image: image390.png]Primer. ‘Segundo
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Probabilidades de los resultados posibles: 


Probabilidad(Defectuoso, Defectuoso) = 0.01*0.01 = 0.0001

Probabilidad(Defectuoso, Bueno) = 0.01*0.99 = 0.0099

Probabilidad(Bueno, Defectuoso) = 0.99*0.01 = 0.0099

Probabilidad(Bueno, Bueno) = 0.99*0.99 = 0.9801

Suma de las probabilidades de todos los resultados posibles:

= 0.0001 + 0.0099 + 0.0099 + 0.9801 = 1.0000 = 100 %

Frecuentemente es mas fácil calcular la probabilidad de algún evento a partir de las probabilidades de otros. Esto puede ser cierto si el evento en cuestión puede representarse como la unión de otros dos eventos o como el complemento de alguno . Enseguida se presentan dos principios importantes que a menudo simplifican el cálculo de los probabilidades. 
PRINCIPIO ADITIVO 
Ocasionalmente queremos determinar la probabilidad de uno entre varios sucesos diferentes. Por ejemplo, supongamos que usted extrae una carta de una baraja de 52 cartas bien barajada. ¿Cuál es la probabilidad de que la carta sea o un rey o una figura negra? El número de sucesos es 52 (esto es N=52). Hay 4 reyes y 6 cartas negras. La suma parecería ser 10. 
Podríamos pues suponer que la probabilidad de obtener bien un rey, bien una carta negra es 10/52. Nótese, sin embrago, que al llegar a este total hemos contado ciertas cartas dos veces: los reyes negros fueron contados tanto en los reyes como en las cartas negras. Obviamente debemos contar estas cartas tan solo en uno de los totales. Así, si incluimos los reyes negros en el total de las cartas negras la suma revisada será 2 reyes rojos más 6 figuras negras para un total de 8. Nuestra probabilidad será pues: 
P = 8 / 52 = 0.15.

Nótese que otra posibilidad es sumar el número de reyes al número de cartas negras (4 + 6 = 10), y luego restar el número de cartas con ambas características (2), ya que previamente las habíamos añadido dos veces. Así nuestra probabilidad es 
P = (4 + 6 - 2) / 52 = 8 / 52 = 0.15. 

Nótese que otra posibilidad es sumar el número de reyes al número de cartas negras (4 + 6 = 10), y luego restar el número de cartas con ambas características (2), ya que previamente las habíamos añadido dos veces. Así nuestra probabilidad es. 
Esto nos lleva de la mano a una formulación general de el principio de la suma. 
Teorema 1.3.1 Si A y B son sucesos, la probabilidad de obtener cualquiera de las dos es igual a la probabilidad de A más la probabilidad B menos la probabilidad de su ocurrencia conjunta. En una forma simbólica, tenemos: 
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Aplicando al ejemplo anterior, 
P(A U B) = 4/52 + 6/52 - 2/52 = 8/52 = 0.15.

Corolario 1 Si A y B son mutuamente excluyentes, entonces 

P(A U B) = P(A) + P(B).

EJEMPLO ¿Cuál es la probabilidad de extraer una espada o un trébol de una baraja bien barajada ? 

SOLUCION Como una carta no puede ser al mismo tiempo espada y trébol, estos dos sucesos son mutuamente exclusivos. Por tanto, empleando el Corolario 1, tenemos: 

P(A U B) = 13/52 + 13/52 = 26/52 = 0.5.

Corolario 2 Si A1,A2,A3,...,An son mutuamente excluyentes, entonces 

P(A1 U A2 U A3 U ... U An) = P(A1) + P(A2) + P(A3) + ... + P(An). 

Corolario 3 Si A1,A2,A3,...,An es una partición de un espacio muestral S, entonces 

P(A1 U A2 U A3 U ... U An) = P(A1) + P(A2) + P(A3) + ... + P(An). 
= P(S) 
= 1. 
Como puede esperarse, el teorema 1.3.1 se puede generalizar de la siguiente forma: 

Teorema 1.3.2 Para tres eventos A, B y C 
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EJEMPLO Si las probabilidades de que una persona, al comprar un automóvil seleccione el color verde, blanco, fushía, negro, son respectivamente, 0.09, 0.15,0.21,0.23, ¿Cuál es la probabilidad de que un comprador adquiera un automóvil en uno de esos colores ? 

SOLUCION Sean G,W,F y B, los eventos de que un comprador seleccione respectivamente un automóvil, verde, blanco, fushia, negro. dado que estos cuatro son mutuamente excluyente, la probabilidad es: 

P(G U W U F U B) = P(G) + P(W) + P(F) + P(B) 
= 0.09 + 0.15 + 0.21 + 0.23 
= 0.68. 
Muchas veces es más difícil calcular la probabilidad de que un evento suceda que de que no lo haga. Si este es el caso para cierto evento A, simplemente se encuentra la P(A´) y después se emplea la siguiente definición para encontrar P(A) por sustracción. 
Teorema 1.3.3 Si A y A´son eventos complementarios, entonces 
P(A) + P(A´) = 1 

EJEMPLO Si las probabilidades de que un mecánico automotriz reparen 3,4,5,6,7,8 o más vehículos en un día hábil, cualquiera de la semana son respectivamente 0.12,0.19, 0.28, 0.24, 0.10, y 0.07 ¿Cuál es la probabilidad de que le dé servicio al menos a 5 carros el siguiente día de trabajo? 
SOLUCION Sea E el evento de que arreglen al menos 5 carros. entonces, la P(E)=1-P(E´), donde (PE´) es el evento de que se reparen menos de 5 autos dado que P(E´) = 0.12 + 0.19 = 0.31, se sigue con la ayuda del teorema 1.3.3 que 
P(E) = 1 - 0.31 = 0.69.

PRINCIPIO MULTIPLICATIVO 

En ocasiones, nos encontramos con la necesidad de determinar la probabilidad de ocurrencia simultánea de dos o más sucesos. Por ejemplo, queremos determinar la probabilidad de seleccionar en la población general del país una persona que posea un coeficiente intelectual (I.Q.) de 130 o mayor, y que tenga un ingreso mayor a los $125,000 pesos anuales. se comprende que este problema difiere de aquél en que el principio de adición es aplicable. en vez de estar interesados en determinar la probabilidad de obtener al menos uno de los dos resultados posibles, queremos conocer la probabilidad de obtener los dos resultados simultáneamente. Para obtener este resultado, deberemos aplicar el principio multiplicativo siguiente: 
Teorema 1.3.4 Dados dos sucesos A y B, la probabilidad de obtener ambos A y B conjuntamente es el producto de multiplicar la probabilidad de obtener uno de los sucesos por la probabilidad condicional de obtener un suceso, dado que el otro suceso ha ocurrido. 
Simbólicamente se representa, 
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PROBLEMA Supóngase que se tiene una caja de fusibles que contiene 20 piezas, de las cuales 5 están defectuosas. si se seleccionan 2 al azar y se sacan de la caja en sucesión sin reemplazo del primero, ¿cuál es la probabilidad de que ambos fusibles resulten defectuosos ? 
SOLUCION Sea A el evento de que el primer fusible esté defectuoso y B el de que el segundo fusible también; entonces se interpretan [image: image394.png]


como el evento de que A ocurre, y a continuación lo hace B. La probabilidad de sacar primero un fusible defectuoso es 1/4; entonces la de extraer un segundo fusible defectuoso de los restantes 4 es 4/19. Por lo tanto, 
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Si se reemplaza el primer fusible y los restantes se reacomodan antes de sacar el segundo, entonces la probabilidad de extraer un fusible defectuoso en la segunda selección es aún 1/4, esto es, P(B|A) = P(B), por lo que, los eventos A y B son independientes. Cuando esto es verdad, se puede sustituir la P (B|A) por la P(B) en el teorema 1.3.4 para obtener el siguiente principio especial de la multiplicación. 
Teorema 1.3.5 Dos eventos A y B son independientes si y sólo si 
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< font para individuales. probabilidades sus de producto el calcula se simplemente independientes, eventos dos ocurran que probabilidad la obtener tanto, lo Por> 

EJEMPLO Un par de dados se lanza dos veces. ¿ Cuál es la probabilidad de obtener totales de 7 y 11 ? 

SOLUCION Sean A1, A2, B1 y B2 respectivos eventos independientes de que ocurran un 7 en el primer lanzamiento, un 7 en el segundo, un 11 en el primero y un 11 en el segundo. Lo que interesa es la probabilidad de la unión de los eventos mutuamente excluyentes 
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. Por lo tanto, 
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Pueden generalizarse los teoremas 1.3.4 y 1.3.5 para considerar cualquier número de eventos, tal como se establece en el siguiente teorema. 

Teorema 1.3.6 Si en un experimento, los eventos A1, A2, A3,...,Ak pueden ocurrir, entones 

[image: image399.png]PO O A0 As 0 L. 0 A = P(AD PlAg | A9 P(As| 10 A2) . PUA 810 Az
A A




Si los eventos A1, A2, A3,..., Ak son independientes, entonces 
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EJEMPLO Se sacan tres cartas de juego en sucesión, sin reemplazo, de un paquete ordinario. Encuentre la probabilidad de que se presente el evento [image: image401.png]Ao Ao Ag



, donde A1 es el evento de que la primera carta sea un as rojo, A2 el de que la segunda sea un 10 o una sota y A3 el de que la tercera sea mayor que 3 pero menor que 7. 

SOLUCION Primero se definen los eventos 

A1: la primera carta es un as rojo

A2: la segunda un 10 o una sota

A3: la tercera mayor que 3 pero menor que 7.

Entonces 
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y de aquí, por el teorema 1.3.6, se tiene que 
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Un diagrama de árbol es una representación gráfica de un experimento que consta de r pasos, donde cada uno de los pasos tiene un número finito de maneras de ser llevado a cabo.
 

Ejemplos:
1.Un médico general clasifica a sus pacientes de acuerdo a: su sexo (masculino o femenino), tipo de sangre (A, B, AB u O) y en cuanto a la presión sanguínea (Normal, Alta o Baja). Mediante un diagrama de árbol diga en cuantas clasificaciones pueden
estar los pacientes de este médico?
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Si contamos todas las ramas terminales, nos damos cuenta que el número de clasificaciones son  2 x 4 x 3 = 24 mismas que podemos enumerar;
MAN, MAA, MAB, MBN, MBA, MBB, etc, etc.
1) 1)      Dos equipos denominados A y B se disputan la final de un partido de baloncesto, aquel equipo que gane dos juegos seguidos o complete un total de tres juegos ganados será el que gane el torneo. Mediante un  diagrama de árbol diga de cuantas maneras puede ser ganado este torneo,
Solución:
A = gana el equipo A
B = gana el equipo B
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En este diagrama se muestran que hay solo diez maneras de que se gane el torneo, que se obtienen contando las ramas terminales de este diagrama de árbol, las que es posible enumerar;
AA, ABB, ABAA, ABABA, ABABB, etc, etc.
2) 2)      Un hombre tiene tiempo de jugar ruleta cinco veces como máximo, él empieza a jugar con un dólar, apuesta cada vez un dólar y puede ganar o perder en cada juego un dólar, él se va a retirar de jugar si pierde todo su dinero, si gana tres dólares (esto es si completa un total de cuatro dólares) o si completa los cinco juegos, mediante un diagrama de árbol, diga cuántas maneras hay de que se efectué el juego de este hombre.
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Si contamos las ramas terminales nos daremos cuenta que hay 11 maneras de que este hombre lleve a cabo sus apuestas, en este diagrama se han representado los cinco juegos  o apuestas que este hombre tiene tiempo de jugar.
PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Si una prueba se compone de 12 preguntas de verdadero-falso, a. ¿de cuantas maneras diferentes un estudiante puede dar una respuesta para cada pregunta?, b. Sí de antemano el maestro le dice que la primera pregunta es verdadera, ¿cuántas maneras tiene de contestar esta prueba?.        a. r=4,096 maneras  b. r=2,048 maneras
2. Un fabricante tiene dificultades para obtener registros consistentes de resistencias a la tensión entre tres máquinas localizadas en la planta de producción, el laboratorio de investigación y el laboratorio de control de calidad , respectivamente, al mismo tiempo hay cuatro posibles técnicos –Tomás, Enrique, Rafael y Javier- quienes operan al menos una de las máquinas a prueba regularmente, a. ¿cuántos pares operador-máquina deben incluirse en un experimento planeado en el que cada operador maneje todas las máquinas?, b. Si se requiere que cada par operador-máquina pruebe ocho especimenes, ¿cuántos especimenes de prueba se necesitan para el procedimiento íntegro? Nota: un espécimen se destruye cuando se mide su resistencia a la tensión.
a. a.       r=12 pares  b. r=96 especimenes
3. Un inspector de construcciones tiene que revisar el cableado de un nuevo 
de departamentos, ya sea el lunes, el martes, miércoles o jueves, a las 8 A. M., a las 10 A. M. o a las 2 P. M. , a. ¿cuántas maneras tiene este inspector de hacer las revisiones del cableado?, b. Obtenga las maneras en que el inspector puede realizar las revisiones del cableado, haciendo uso ahora de un diagrama de árbol. a y  b.  r=12 maneras
 

4. Si los cinco finalistas de un torneo internacional de golf son España, Estados Unidos, Portugal, Uruguay y Japón, a. Diga de cuantas maneras es posible que se otorgue un primero, segundo lugar y tercer lugar, b. Considerando que el primer lugar lo gana Portugal y el segundo lo gana Estados Unidos, ¿cuantas maneras hay de que se otorguen los lugares antes mencionados?.  a. r=60 maneras, b. r=3 maneras
5. Una computadora de propósito especial contiene tres conmutadores, cada uno de los cuáles puede instalarse de tres maneras diferentes. ¿De cuantas maneras diferentes puede instalarse el banco de conmutadores de la computadora?       r= 27 maneras
6. ¿De cuantas maneras ordenadas puede programar un director de televisión seis comerciales en los seis intermedios para comerciales durante la transmisión televisiva del primer tiempo de un partido de hockey?, si, a. los comerciales son todos diferentes, b. dos de los comerciales son iguales, c. Si hay cuatro comerciales diferentes, uno de los cuales debe aparecer tres veces, mientras que cada uno de los otros debe aparecer una sola vez.                         a. r=720 maneras  b. r=360 maneras   c. r=120 maneras
7. Determine el número de maneras en las que  un fabricante puede seleccionar dos de las quince ubicaciones para un almacén.                                               r=105 maneras
8. Una caja de 12 baterías recargables, contiene una defectuosa, ¿de cuantas maneras un inspector puede seleccionar tres de las baterías y, a. obtener la defectuosa, b. no obtener la defectuosa.                                              a. r=55 maneras, b. r=165 maneras
9. El departamento de suministros tiene ocho diferentes motores eléctricos y cinco diferentes interruptores de arranque. ¿De cuantas maneras pueden seleccionarse dos motores y dos conmutadores para un experimento de una antena de rastreo?, r=280 maneras
10. A los participantes de una convención se les ofrecen 6 recorridos por día para visitar lugares de interés durante los tres días de duración del evento. ¿ En cuantas formas puede una persona acomodarse para hacer alguno de ellos?     r=18 formas
11. Un determinado zapato se fabrica en 5 estilos diferentes y en 4 colores distintos para cada uno. Si la zapatería desea mostrar a su clientela pares de zapatos en todos los estilos y colores, ¿cuántos pares distintos deberán colocar en el aparador? r=20
12. Un estudiante de primer año debe tomar un de ciencia, uno de humanidades y otro de matemáticas. Si puede escoger entre cualquiera de 6 cursos de ciencias, 4 de humanidades y 4 de matemáticas, ¿cuántas maneras tiene de seleccionar las materias?                                                                                                                                                                                  r=96 maneras
13. Un urbanista de una nueva subdivisión ofrece a los clientes prospectos para la compra de una casa, la posibilidad de seleccionar cualquiera de 4 diseños diferentes, tres sistemas de calefacción, cochera con puertas o sin ellas, y patio o pórtico, ¿cuántos planes distintos están disponibles para el comprador?                            r= 48 planes
14. Si una prueba de selección múltiple consta de 5 preguntas, cada una con 4 posibles respuestas, de las cuales solo una es correcta, a. ¿en cuantas formas diferentes puede un estudiante escoger una respuesta para cada pregunta?, b. ¿en cuantas formas puede un estudiante escoger una alternativa para cada pregunta y tener todas las respuestas incorrectas?                                                                   a. r= 1024    b. r=243
15. Un testigo de un accidente de tránsito en el que el causante huyó, le indica al policía que el número de matrícula del automóvil tenía las letras DUH seguidas por tres dígitos, el primero de los cuales era un cinco. Sí el testigo no puede recordar los otros dos dígitos, pero está seguro de que los tres eran diferentes, encuentre el número máximo de  registros de automóvil que debe verificar la policía.            r=72 registros
16. a) ¿De cuantas maneras pueden formarse 6 personas para subir a un autobús?, b.si tres de ellas insisten en seguirse una a la otra, ¿en cuantas formas es esto posible?,c.Si dos personas se rehúsan a seguirse una a la otra?
                                                                                 a. r=720 b. r=144   c. r=480 maneras
17. a) ¿cuántos números de tres dígitos pueden formarse con los dígitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, y 6, si cada uno solo puede usarse solo una vez?, b) ¿cuántos de estos números son nones?, c) ¿cuántos son mayores que 330?   a. r=180    b. r=75     c. r=105 números
18. ¿En cuantas formas pueden sentarse en una línea 4 niños y 5 niñas, si deben colocarse alternadamente?                                                                       r=2880 formas
19. Cuatro matrimonios compraron 8 lugares para un concierto. ¿En cuantas formas diferentes pueden sentarse a. sin restricciones?, b. si se sientan por parejas?, c. si todos los hombres se sientan  juntos a la izquierda de todas las mujeres?
                                                                                      a. r=40,320     b. r=384    c. r=576

20. ¿Cuántos menús que consisten de sopa, emparedado, postre y un refresco se puede ofrecer si se puede seleccionar entre 4 sopas diferentes, 3 clases de emparedados, 5 postres y 4 refrescos?                                                                                 r=240 menús
21. ¿En cuantas formas pueden llenarse las 5 posiciones iniciales de un equipo de baloncesto con 8 jugadores que pueden ocupar cualquiera de ellas? r=6720 formas
59280
22. Se sacan tres boletos de la lotería, de un grupo de 40, para el primero, segundo y tercer premios. Encuentre el número de puntos muestrales en ( para otorgarlos si cada concursante conserva solo un boleto.                                           r=59,280 puntos
23. ¿En cuantas formas pueden plantarse, a lo largo de la línea divisoria de una propiedad, 3 robles, 4 pinos y 2 arces, si no se distingue entre los árboles de la misma clase?                                                                                                        r=1,260 formas
24. Nueve personas salen de viaje para esquiar en tres vehículos cuyas capacidades son de 2, 4 y 5 pasajeros, respectivamente. ¿En cuántas formas es posible transportar a las 9 personas hasta el albergue con todos los vehículos?           r=4,410 formas
25. ¿Cuántas formas hay de seleccionar  a 3 candidatos de un total de 8 recién graduados y con las mismas capacidades para ocupar vacantes en una firma contable?                                                                                             R=56,,21,,10 formas
26. En un estudio que realizaron en california, el decano Lester Breslow y el doctor James Enstrom de la School of  Public Health de la University of California en los Angeles, se concluyó que al seguir 7 sencillas reglas de salud, la vida de un hombre puede alargarse, en promedio 11 años, y la de las mujeres siete. Estas 7 reglas son: no fumar, hacer ejercicio regularmente, tomar alcohol solo en forma moderada, dormir siete u ocho horas, conservar un peso apropiado, desayunar y no comer entre alimentos. ¿En cuantas formas puede una persona adoptar cinco de estas reglas, a. si actualmente las viola todas?, b. si nunca toma bebidas alcohólicas y siempre desayuna?                                                             a. r=21 formas             b.r=10 formas
27. Un dispositivo Biomecánico para emergencias médicas puede operar 0, 1 o 2 veces por noche. Trace un diagrama de árbol para demostrar que existen 10 maneras diferentes en las que puede operar para un total de 6 veces en cuatro noches.
2.3.2 Notación factorial.

Notación Factorial
 En algunos problemas de matemáticas se nos presentan multiplicaciones de números naturales sucesivos tal como: 4 x 3 x 2 x 1 = 24;  3 x 2 x 1 = 6;  2 x 1 = 2.
 Para abreviar estas expresiones, se usa una notación especial llamada notación factorial y nos denota las multiplicaciones sucesivas de n hasta l y se define como:
 4 x 3 x 2 x 1 = 4! 
Se lee“cuatro factorial”
3 x 2 x 1 = 3!
Se lee “tres factorial”
 En términos generales: 
n(n-1)(n-2)...x 2 x 1 = n!  Se lee “n  factorial”
 Propiedades: 
 a)      para n natural
n! = n(n-1)!
Ejemplo: 7! = 7 x 6! = 7 x 6 x 5 x 4!
b)      0! = 1
Ejemplos:
1)      5! = 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 120
2)      4! 3! = (24)(6) = 144
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 Cuando n es demasiado grande se suele utilizar la fórmula de Stirling:
[image: image407.png]N




Ejemplo: 
Determinar 50!  por Stirling:
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NOTACIÓN FACTORIAL

El factorial de un número es el producto de los enteros positivos desde uno hasta n, se emplea con mucha frecuencia y se denota por símbolo n! que se lee “n factorial” por otra parte se define el cero factorial como:
2.3.3 Permutación.

PERMUTACIONES (DISTINGUIBLES Y CIRCULARES) 
Una permutación es una forma en la que pueden presentarse los objetos o eventos, y en la que el orden de aparición es muy importante; por ejemplo, cuatro equipos deportivos (A, B, C y D) jugarán en un torneo. Primero jugarán A contra B y C contra D. Los ganadores de cada juego jugarán entre sí para definir así el primero y segundo lugar. Los perdedores de los primeros juegos definirán en un juego quién tendrá el tercer lugar. Al analizar esta situación se observa que para obtener el primer lugar es necesario ganar en el primer juego y ganar en el segundo (GG). El segundo lugar se logra si gana en el primer juego y pierde en el segundo (GP). 
El tercer lugar se obtiene si pierde en el primer juego y gana en el segundo (PG). A pesar de que los equipos en segundo y tercer lugar hayan ganado un juego y perdido otro, el orden en que lo hayan hecho marca la diferencia (GP=/=PG). 
La fórmula general de las permutaciones es la siguiente: 
       Permutaciones de             n !

           n objetos     = nPr = ----------

        tomados de r en r         (n - r)!

n es el número total de objetos o eventos 
r es el número de objetos que se desea considerar (n puede ser cualquier valor entero positivo, r puede ser cualquier valor entero positivo, r puede ser cualquier valor entero positivo desde 1 hasta n) 
La fórmula anterior y otras similares se aplican en los ejemplos que se muestran a continuación: 
· Permutar algunos objetos, de todos diferentes 

El número de formas diferentes en que pueden ordenarse n objetos diferentes cuando se toman algunos de estos (r), es el número de permutaciones, tal como se ejemplifica a continuación: 
EJEMPLO. Se sacan dos boletos de la lotería, entre 20 posibles, para el primero y segundo premio. Encuéntrese el número de puntos muestrales en el espacio "S". 
SOLUCION El número total de puntos muestrales es: 
20!

                  20P2 = ------- = (20)(19) =380

18!

· Permutar todos los objetos, de todos diferentes 
El número de formas diferentes en que pueden ordenarse n objetos diferentes cuando se toman de uno en uno es el factorial de n (n!), tal como se presenta a continuación. Observe de n! crece rápidamente, por ejemplo, si n es igual a 15, su factorial es 1 307 674 368 000 
EJEMPLO ¿Cuántos arreglos diferentes son posibles para sentar a 6 personas alrededor de una mesa? 
SOLUCION 6! = 720. 
Las permutaciones que se dan al acomodar objetos en un círculo se llaman permutaciones circulares. Dos de éstas no se consideran diferentes a menos que a los objetos correspondientes al avanzar en el sentido de las manecillas del reloj. 
· Permutar n objetos distintos agregados en un círculo 
El número de permutaciones de n objetos distintos agregados en un círculo es (n-1)! 
EJEMPLO Si 4 personas juegan al bridge, no se tiene una nueva permutación si todas se mueven una posición en esa dirección. Al considerar una persona en un lugar fijo y acomodar las otras tres ¿cuántos acomodos distintos habrán para el juego de bridge? 
SOLUCION Los acomodos distintos para el juego de bridge son: (4 - 1)! = 6. 
Hasta ahora se han considerado permutaciones de objetos diferentes. Esto es, todos los objetos eran distintos o totalmente distinguibles. 
· Permutar algunos objetos, de algunos repetidos 
El número de permutaciones diferentes de n objetos de los cuales n1 son de un tipo, n2 son de un segundo tipo, ... , nk de un k-ésimo tipo, es: 
n!

-----------------

n1! n2! ... nk!

EJEMPLO¿En cuántas formas diferentes pueden acomodarse tres focos rojos, dos amarillos y dos azules en un árbol de navidd con 9 receptáculos ? 
SOLUCION El número de arreglos diferentes es 
9!

            -------- = 1260

3! 4! 2!

· Permutar todos los objetos, de algunos repetidos 
El número de formas diferentes en que pueden ordenarse K1, K2, ... ; y Kn objetos iguales entre sí, cuando se toman de uno por uno, es el factorial de (K1 + K2 + ... + Kn), entre el producto de los factoriales de K1, K2, ... , y Kn. Es decir, 
(K1 + K2 + ... + Kn)!

---------------------

K1! * K2! * ... * Kn!

EJEMPLO ¿En cuántas formas diferentes pueden 7 científicos acomodarse en una habitación triple y dos habitaciones dobles en un hotel? 
SOLUCION El número total de particiones posibles sería: 
             7!

Formas = ---------- = 210.

          3! 2! 2!

· Permutaciones con reemplazo 
En todos los ejemplos anteriores, el número de objetos estaban perfectamente definido. Sin embargo, es frecuente que el número de objetos sea limitado, pero que el número de veces que se presenten sea infinito, por ejemplo, cuando los objetos seleccionados pueden ser elegidos de nuevo. 
La diferencia entre una situación y otra se conoce como reemplazo y se presenta en el siguiente ejemplo: 
EJEMPLO Los resultados posibles de un juego son perder o ganar. si se juegan cuatro juegos, ¿cuáles son los resultados posibles? 
SOLUCION Cada uno de los cuatro juegos puede terminar en cualquiera de los resultados posibles. Esto se muestra gráficamente a continuación: 
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El número de formas diferentes en que puedan aparecer n objetos diferentes, en m intentos, con reemplazo, es: (n**m). En este caso, 2**4 = 16 formas diferentes. 

Compruebe que si n = 3 y m = 5, el número de formas diferentes será 243; y que si n=5 y m=3, el número de formas diferentes será 125. 

PERMUTACIONES.
Para entender lo que son las permutaciones es necesario definir lo que es una combinación y lo que es una permutación para establecer su diferencia y de esta manera entender claramente cuando es posible utilizar una combinación y cuando utilizar una permutación al momento de querer cuantificar los elementos de algún evento.
PERMUTACIÓN:
Es todo arreglo de elementos en donde nos interesa el lugar o posición que ocupa cada uno de los elementos que constituyen dicho arreglo.

PERMUTACIONES CON REPETICION.
 

En los casos anteriores se han obtenido permutaciones en donde todos los elementos utilizados para  hacer los arreglos son diferentes. A continuación se obtendrá una fórmula que nos permite obtener las permutaciones de n objetos, cuando entre esos objetos hay algunos que son iguales.
 

Ejemplo:
Obtenga todas las permutaciones posibles a obtener con las letras de la palabra OSO.
Solución:
 

Para obtener la fórmula, es necesario primero suponer que todas las letras de la palabra OSO son diferentes y para diferenciarlas pondremos subíndices a las letras O, por lo que quedaría, O1SO2, y las permutaciones a obtener serían:
 

  3P3 = 3! = 6 
 

definiendo las permutaciones tenemos que estas serían,
 

                     O1SO2, O2SO1, SO1O2, SO2O1, O1O2S, O2O1S
 

¿Pero realmente podemos hacer diferentes a las letras O?, eso no es posible, luego entonces ¿cuántos arreglos reales se tienen?
 

Como:




Arreglos reales
O1SO2 = O2SO1             (          
OSO
SO1O2 = SO2O1              (
SOO
O1O2S= O2O1S          (

OOS
 

 

Entonces se observa que en realidad sólo es posible obtener tres permutaciones con las letras de la palabra OSO debido a que las letras O son idénticas, ¿pero qué es lo que nos hizo pensar en seis arreglos en lugar de tres?, el cambio que hicimos entre las letras O cuando las consideramos diferentes, cuando en realidad son iguales.
 

Para obtener los arreglos reales es necesario partir de la siguiente expresión:
 

 

El número de arreglos reales = No. de permutaciones considerando a todos los objetos como diferentes




Los cambios entre objetos iguales





 


El número de arreglos reales =  3! /  2! = 3 x 2! / 2! = 3
 

 

 Por tanto la fórmula a utilizar sería;
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Donde:
 

nPx1,x2,......, xk = Número total de permutaciones que es posible obtener con n objetos, entre los que hay una cantidad x1 de objetos de cierto tipo, una cantidad x2 de objetos de un segundo tipo,...... y una cantidad xk de objetos del tipo k.
 

n = x1 + x2 + ...... + xk

 

Ejemplos:
 

1) 1)      Obtenga todas las señales posibles que se pueden diseñar con seis banderines, dos de los cuales son rojos, tres son verdes y uno morado.
 

Solución:
 

n = 6 banderines
x1 = 2 banderines rojos
x2 = 3 banderines verdes
x3 = 1 banderín morado
 

 



6P2,3,1 = 6! / 2!3!1! = 60 señales diferentes
 

 

2) 2)      a.¿Cuántas claves de acceso a una computadora será posible diseñar con los números 1,1,1,2,3,3,3,3?, b.¿cuántas de las claves anteriores empiezan por un número uno seguido de un dos?, c. ¿cuántas de las  claves del inciso a empiezan por el número dos y terminan por el número tres?
 

Solución:
 

a. n = 8 números
    x1 = 3 números uno
    x2 = 1 número dos
    x3 = 4 números cuatro
 



8P3,1,4 = 8! / 3!1!4! = 280 claves de acceso
 

 

b. n = 6 (se excluye un número uno y un dos)
    x1 = 2 números uno
    x2 = 4 números tres


1 x 1 x 6P2,4 = 1 x 1 x 6! / 2!4! = 15 claves de acceso
 

El primer número uno nos indica el número de maneras como es posible colocar en la primera posición de la clave de acceso un número uno, debido a que todos los números uno son iguales, entonces tenemos una sola manera de seleccionar un número uno para la primera posición, el siguiente número uno nos indica el número de maneras como se colocaría en la segunda posición el número dos y la expresión siguiente nos indica todos los arreglos posibles que es posible diseñar con los números restantes.
 

c. n = 6 (se excluye un número dos y un tres)
    x1 = 3 números uno
    x2 = 3 números tres
 



1 x 6P3,3 x1 = 1 x 6! / 3!3! = 20 claves de acceso
 

El número uno inicial nos indica que existe una sola manera de seleccionar el número dos que va en la primera posición del arreglo, mientras que el número uno final nos indica que hay una sola manera de seleccionar el número tres que va al final del arreglo aún y cuando haya cuatro números tres, como estos son iguales al diseñar una permutación es indistinto cuál número tres se ponga, ya que siempre se tendrá el mismo arreglo y la expresión intermedia nos indica todos los arreglos posibles a realizar con los números restantes. 
 

3) 3)      ¿De cuántas maneras es posible plantar en una línea divisoria de un terreno dos nogales, cuatro manzanos y tres ciruelos?
Solución:
 

n = 9 árboles
x1 = 2 nogales
x2 = 4 manzanos
x3 = 3 ciruelos
 

  

9P2,4,3 = 9! / 2!4!3! = 1260 maneras de plantar los árboles
 

4) 4)      Si un equipo de fútbol soccer femenil participa en 12 juegos en una temporada, ¿cuántas maneras hay de que entre esos doce juegos en que participa, obtenga 7 victorias, 3 empates y 2 juegos perdidos?
 

Solución:
 

n = 12 juegos
x1 = 7 victorias
x2 = 3 empates
x3 = 2 juegos perdidos
 



12P7,3,2 = 12! / 7!3!2! = 7,920 maneras de que en la temporada este equipo logre siete victorias, tres empates y dos juegos perdidos.
2.3.4 Combinaciones.

COMBINACIÓN:
Es todo arreglo de elementos en donde no nos interesa el lugar o posición que ocupa cada uno de los elementos que constituyen dicho arreglo.

Combinaciones:

  


Para estudiar este problema, démonos una colección de n objetos. Entonces si tomamos r elementos sin importar el orden en que los tomemos, decimos que hemos realizado una combinación de r elementos de los n disponibles. El número posible de combinaciones de r elementos de n disponibles lo denotaremos por:

nCr

Teorema: 
Hipótesis: Existen n elementos en un conjunto de los cuales se toman r.

Conclusión: El número de posibles combinaciones es:

nCr=n!/(r!*(n-r)!)

  

Demostración 

Sabemos que si tomamos r elementos de una colección de n, si nos fijamos del ordenen que lo tomamos, tenemos n!/(n-r)!, pero a la vez, si consideramos que en una combinación no importa el orden. Sabemos que para colocar r elementos en r posiciones hay r! formas de hacerlo, así que para cada una de las n!/(n-r)! formas en que se pueden tomar los elementos hay que quitar r!, tenemos que precisamente hay n!/(r!*(n-r)!) distintas combinaciones de r elementos de n posibles.

Una combinación es una forma en la que pueden presentarse los objetos o eventos, y en la que el orden de aparición no importa; por ejemplo, la multiplicación de los dígitos 2, 5 y 8 puede hacerse de muchas formas diferentes, por ejemplo, 2*5*8 o 2*8*5, pero en todos los casos el resultado será el mismo. 
La fórmula general de las combinaciones es la siguiente: 


        Combinaciones de             n!



           n objetos     = nCr= -------------



        tomados de r en r       r! * (n - r)!

n es el número total de objetos o eventos 
r es el número de objetos que se desea considerar (n puede ser cualquier valor entero positivo, r puede ser cualquier valor entero positivo, r puede ser cualquier valor entero positivo desde 1 hasta n) 
Observe que, para cualquier pareja de números enteros positivos n y r, exceptuando r=1, el número de permutaciones es mayor que el de combinaciones. Por ejemplo, si n=7 y r=4, 7P4 = 840 y 7C4 = 35. 
EJEMPLO En un grupo hay 5 personas, las que pueden identificarse con las letras A, B, C, D y E. De ellas se van a seleccionar 3 para una misión especial. ¿De cuántas formas diferentes se pueden seleccionar las 3 personas? 
SOLUCION Observe que la misión formada por las personas A, B y C se considera igual a la misión integrada por las personas B, C y A (o CAB, CBA, etc.), por lo que en este caso puede aplicarse la fórmula para calcular el número de las combinaciones posibles de un total de 5 elementos, tomados de 3 en 3, el cual está dado por: 
5!

 5C3 = --------------- = 10

3! * (5 - 3)! 

La misión especial puede quedar integrada por las personas: ABC, ABD, ABE, ACD, ACE, ADE, BCD, BCE, BDE y CDE, es decir, 10 formas diferentes. 
EJEMPLO Una preselección de futbol está formada por 25 jugadores. ¿De cuántas formas diferentes puede el entrenador integrar un equipo de 11 jugadores? 
SOLUCION El número de combinaciones posibles de un total de 25 jugadores, tomados de 11 en 11, está dado por: 
25!

  25C11 = ------------------

11! * (25 - 11)!

1.551121 E25 

 = --------------------------- 

39 916 800 * 8.717829 E10

 = 4 457 400

EJEMPLO En un ejército hay 20 000 soldados, y de ellos se van a seleccionar 100 para una misión especial. ¿De cuántas formas diferentes se pueden seleccionar los 100 soldados? 
SOLUCIONEl número de combinaciones posibles de un total de 20 000 soldados, tomados de 100 en 100, está dado por: 
(20 000)!

 20 000C100 = ----------------------- 

100! * (20 000 - 100)!

20 000 * 19 999 * ... * 19 901 * 19 900!

 = ------------------------------------------

100! * 19 900!

20 000 * 19 999 * ... * 19 901

 = --------------------------------     (Véase la nota)

100!

(2.0000*10 E4)*(1.9999*10 E4)*(...)*(1.9901*10 E4)

 = -------------------------------------------------

100!

(2.0000*1.9999*...*1.9901)*(10 E400)

 = -------------------------------------

9.3326*10 E157

(9.8931*10 E29)*(10E 157*10 E243)

 = --------------------------------

9.3326*10 E157

9.8931*10 E29*10 E243

 = --------------------------- 

9.3326

 = 1.0601*10 E272

NOTA: La multiplicación directa de todos los valores del número excede la capacidad de una calculadora común, e incluso la de una computadora, pero esto puede evitarse si se reducen los valores numéricos, aplicando las reglas de los exponentes: por ejemplo, a**4 = (a**2)*(a**2) = a**(2+2). 
EJEMPLOEncuéntrese el número de comités que pueden formarse con cuatro químicos y tres físicos y que comprendan dos químicos y un físico. 
SOLUCION El número de formas de seleccionar 2 químicos de 4 posibles es: 
4!

   2C4 = ------- = 6.

2! 2!

El número de formas de seleccionar 1 físico de tres posibles es: 
3!

  1C3 = ------- = 3

1! 2!

Al emplear el principio multiplicativo, con n1=6 y n2=3, se forman 
     n1n2 = (6)(3) = 18
comités con 2 químicos y 1 físico. 4! 
2.3.5 Teorema del Binomio.
El teorema del binomio, o Binomio de Newton por haber sido éste quien propuso el método general para su desarrollo, es un binomio elevado a una potencia n, que en su caso más simple es un número natural. 

En términos generales, el teorema del binomio establece que para a,bR y nN, se tiene que: 
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Para el caso concreto de este hipertexto, se cambiará la notación y se utilizará la propiedad de conmutatividad de los números reales: 
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Si se desea ver la demostración de este teorema, en la página 32 del libro "álgebra superior" de Cárdenas, Lluis, Raggi y Tomás (editado por Trillas en 1990), aparece una. 

http://www.uaq.mx/matematicas/estadisticas/xtra.html
EL TEOREMA DEL BINOMIO 
El teorema del binomio, descubierto hacia 1664 -1665, fue comunicado por primera vez en dos cartas dirigidas en 1676 a Henry Oldenburg (hacia 1615-1677), secretario de la Royal Society que favorecía los intercambios de correspondencia entre los científicos de su época. En la primera carta, fechada el 13 de junio de 1676, en respuesta a una petición de Leibniz que quería conocer los trabajos de matemáticos ingleses sobre series infinitas, Newton presenta el enunciado de su teorema y un ejemplo que lo ilustra, y menciona ejemplos conocidos en los cuales se aplica el teorema. Leibniz responde, en una carta fechada el 17 de agosto del mismo año, que está en posesión de un método general que le permite obtener diferentes resultados sobre las cuadraturas, las series, etc., y menciona algunos de sus resultados. Interesado por las investigaciones de Leibniz, Newton le responde también con una carta fechada el 24 de octubre en la que explica en detalle cómo ha descubierto la serie binómica. 

El descubrimiento de la generalización de la serie binómica es un resultado importante de por sí; sin embargo, a partir de este descubrimiento Newton tuvo la intuición de que se podía operar con series infinitas de la misma manera que con expresiones polinómicas finitas. El análisis mediante las series infinitas parecía posible, porque ahora resultaban ser una forma equivalente para expresar las funciones que representaban. 

Newton no publicó nunca el teorema del binomio. Lo hizo Wallis por primera vez en 1685 en su Algebra, atribuyendo a Newton este descubrimiento. 
  
Como sabemos de los temas de factorización, anteriores podemos desarrollar fácilmente polinomios de la forma a2 + 2ab + b2 o  a3 + 3a2b +3ab2 + b3 , sin embargo el realizar operaciones con potencias de mayor grado resulta tedioso, a continuación presentamos algunos de ellos. 
  
  
(a + b)1 = a + b 
  
(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 
  
(a + b)3 = a3 + 3a2b +3ab2 + b3 
  
(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4 
  
(a +b)5 =  a5 + 5a4b +10a3b2 10a2b3 + 5ab4 + b5 
  
debido a lo tedioso de estos cálculos se hace necesario el uso de alguna expresión que nos permita adquirir los binomios de mayor potencia. La expresión que se muestra a continuación es conocido como el teorema de Newton, permite desarrollar los cálculos anteriores y de mayor grado: 
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Es la combinatoria, se lee,  de n elementos tomados r, 
donde n!=1(2(3(4…..(n-1) n conocido como factorial de n  y 0!=0, 1!=1 
  
Ejemplos: 
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pero podemos ver que:   
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con esta igualdad es fácil de calcular expresiones mas grandes con menos operaciones, por ejemplo:
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Vemos que: 
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Entonces : 
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Un caso particular del binomio de Newton  es el siguiente: 
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Ejemplos  de la forma a n  - b n : 
	 Con n = 0 
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	 Con n = 1 
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	 Con n = 2
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Ejemplos de la forma a n  - b n : 

http://dieumsnh.qfb.umich.mx/matematicas/ale3.htm
2.4 Probabilidad con técnicas de conteo.

2.4.1 Aplicación del concepto clásico de probabilidad.

2.4.2 Ejercicios  de permutación.
a) Permutaciones lineales.
Permutaciones de diferentes objetos tomados todos a la vez. El total de permutaciones de un conjunto de objetos tomados todos a la vez, se obtiene razonando en forma similar del principio fundamental de contar.

NPn = n!

Ej.- TRI

3 x 2 x 1 = 6 nPn = n! ........ 3 x 2 x 1 = 6

Ej .- Cuantas palabras de cinco letras se pueden formar con la palabra libro aplique permutaciones.

5P5 = 5! = 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 120 

b) Permutaciones de objetos diferentes tomados parte al vez o de r en r.
Una permutación de “n” objetos diferentes tomados de “r” en “r” es tambien una ordenación de “r” entre los “n “ objetos.

NPr = n!
(n-r)!

Ej.- Cuantas palabras de tres letras se pueden formar con las letras de la palabra libro.

N = 5 5P3 = 5! = 5! = 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 60 

R = 3 (5-3)! 2! 2 x 1

Ej.- Cuantos números de dos dígitos se pueden formar con los dígitos 4,6,9 y cuales son, sin repetirse los dígitos?

N = 3 3P2 = 3! = 3! = 3 x 2 x 1 = 6 46, 49, 64, 69, 94, 96.

R = 2 (3-2)! 1! 2!

Ej.- Del grupo de 5G de contabilidad de 47 alumnos , se quiere escoger un presidente, secretario, y tesorero. Cuantas maneras se puede ordenar?

N = 47 41P3 = 47! = 47! = 47 x 46 x 45 x 44! = 97290

R = 3 (47-3)! 44! 44! 

c) Permutaciones formado de grupos
De los que n1 son iguales, n2 son iguales, n3 son iguales, etc. Tomados todos a la vez.

. n! .
n1!n2!n3!

Ej.- El 25 de diciembre se quiere hacer una repartición de regalos que consiste en cuatro bicis iguales, tres pelotas iguales, dos muñecas iguales, ¿de cuantas maneras se pueden repartir estos regalos?

9! = 9 x 8 x 7 x 6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 9 x 4 x 7 x 5 = 1260

4! 3! 2! 4 x 3 x 2 x 1 x 3 x 2 x 1 x 2 x 1 

Ej,- Cuantas palabras se puede formar con la palabra TENNESSE

8! = 8 x 7 x 6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 8 x 7 x 6 x 5 = 1680

1! 3! 2! 2! 1 x 1 x 3 x 2 x 1 x2 x 1 x 2 x 1 

d)Permutación cíclica o alrededor de.
Una permutación cíclica o alrededor de es una ordenación de “n” objetos de un circulo o cualquier otra curva simple cerrada en donde siempre uno de los objetos tiene una posición fija y se define por la siguiente expresión: P = (n-1)!

Ej.- Se quieren acomodar alrededor de una mesa Carlos, Petra, Juana y Maria, de cuantas maneras se pueden acomodar? Demuéstralo.

P = (n-1)! C C C C C C 

P = (4-1)!

P = 3! M P J P M J P M J M P J

P = 6 J M P J P M

Ej.- Se tienen 2 libros de legislación fiscal, 3 de mate y 6 de contabilidad (todos diferentes) de cuantas maneras se pueden acomodar en un estante si:

a) no se impone ninguna restricción

11P11 = 11! = 11 x 10 x 9 x 8! ... = 39916800

b) solamente los libros de mate deben ir juntos y los de mate deben ir intercambiados

9P9 x 3P3 = 9! x 3! = (9 x 8 x 7 x 6!…) (3 x 2 x 1) = (362880) (6) = 2177280

c) los libros de legislación deben ocupar los extremos.

9P9 x 2P2 = 9! x 2! = (9 x 8 x 7 x 6!…) (2 x 1) = (362880) (2) = 725760
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2.4.3 Ejercicios  de combinaciones.
Una combinación de un numero de objetos diferentes tomados de “r” en “r” es una selección de “r” de los “n” objetos de un conjunto sin considerar el orden de los objetos.

nCr = n! .
r! (n-r)!

Ej. Se desean formar equipos de dos personas para la exposición de un proyecto de un total de cuatro estudiantes Gabriel, Melchor, Wendy y Verónica, de cuantas maneras se pueden formar y comprobar si:

a) se pide una ordenación

nPr = n! . n = 4 4P2 = 4! = 4! = 4 x 3 x 2 x 1 = 12 
(n-r)! r = 2 (4-2)! 2! 2 x 1

	GM

GW

GV
	MG

MW

MV
	WG

WM

WV
	VG

VM

VW


b)se pide una selección

nCr = n! n = 4 4C2 = 4! = 4! = 4 x 3 x 2 x 1 = 6

r!(n-r)! r = 2 2! (4-2)! 2!(2!) 2 x 1 x 2 x 1

	GM

GW

GV
	WV

MW

MV


Ej.- Se requiere formar un comité representativo que lo conforman un presidente, secretario y un tesorero de un total de 15 personas ¿De cuantas maneras se puede seleccionar estas tres personas para ocupar estos puestos?

n = 15 r = 4

nCr = n! . = 15! = 15! = 15 x 14 x 13 x 12!... = 2730 = 455

r! (n-r)! 3!(15-3)! 3!(2!) 3 x 2 x 1 x 12! 6 

Ej. Se quiere formar un comité de cuatro hombres, tres mujeres m dos niños y dos niñas de un total de 8 hombres , cinco mujeres, cuatro niños, y tres niñas, de cuantas maneras se puede escoger si:

a) no hay ninguna condición

b) dos hombres y una mujer debe de pertenecer al comité.

c) cuatro hombres no deben de pertenecer al comité.

nCr = n! . 

r! (n-r)! 

a) 8C4 = 8! = 8! = 8 x 7 x 6 x 5 x 4!... = 1680 = 70

4!(8-4)! 4!(4!) 4 x 3 x 2 x 1 x 4! 24 

5C3 = 5! = 5! = 5 x 4 x 3!... = 20 = 10

3!(5-3)! 3!(2!) 3 x 2 x 1 x 2 x 1 2 

4C2 = 4! = 4! = 4 x 3 x 2 x 1 = 12 = 6

2!(4-2)! 2!(2!) 2 x 1 x 2 x 1 2 

3C2 = 3! = 3! = 3 x 2 x 1 = 3 = 3

2!(3-2)! 2!(1!) 2 x 1 x 1 x 1 1

70 x 10 x 6 x 3 = 12600

b) 6C2 = 6! = 6! = 6 x 5 x 4! . = 30 = 15

2!(6-2)! 2!(4!) 2 x 1 x 4! 2 

4C2 = 4! = 4! = 4 x 3 x 2 x 1 . = 12 = 6

2!(4-2)! 2!(2!) 2 x 1 x 2 x 1 2 

4C2 = 4! = 4! = 4 x 3 x 2 x 1 . = 12 = 6

2!(4-2)! 2!(2!) 2 x 1 x 2 x 1 2 

3C2 = 3! = 3! = 3 x 2 x 1 = 6 = 3

2!(3-2)! 2!(1!) 2 x 1 x 1 x 1 2 

15 x 6 x 6 x 3 = 1620

d)4C4 = 4! = 4! = 4 x 3 x 2 x 1 = 24 = 1

4!(4-4)! 4!(0!) 4 x 3 x 2 x 1 24 

5C3 = 5! = 5! = 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 20 = 10

3!(5-3)! 3!(2!) 3 x 2 x 1 x 2 x 1 2 

4C2 = 4! = 4! = 4 x 3 x 2 x 1 = 12 = 6

2!(4-2)! 2!(2!) 2 x 1 x 2 x 1 2 

3C2 = 3! = 3! = 3 x 2 x 1 = 6 = 3

2!(3-2)! 2!(1!) 2 x 1 x 1 x 1 2 

1 x 10 x 6 x 3 = 180

Ej.- Se lanza una moneda tres veces, cual es la probabilidad de que es esos tres lanzamientos caiga:

a) exactamente un sello

b) tres águilas

c) por lo menos un sello

d) dos águilas

	1

2

3

4

5

6

7

8
	1°

A

A

A

S

S

S

S

A
	2°

A

A

S

A

S

S

A

S
	3°

A

S

A

A

S

A

S

S


P(A) = h / N

½ x ½ x ½ = 1/8 Espacio muestra o todos los resultados 

posibles 

a) P(exacto un sello) = 3/8

b) P(tres águilas) = 1/8 

c) P(por lo menos un sello) = 7/8

d) P(dos águilas) = 3/8

e) P(cuatro sellos) = 0/8

Ej.- En una caja que contiene pelotas: ocho rojas, diez blancas, doce azul, 15 amarilla, 25 naranja, se hace una sola extracción, cual es la probabilidad de que en esa extracción se saque:

a) una pelota amarilla

b) una roja

c) una azul o amarilla o naranja

d) no blanca, no amarilla

total 70 pelotas

a) P(extraer una pelota amarilla) =15 / 70

b) P(una pelota roja) = 8 / 70

c) P(una azul o amarilla o naranja) = 8 / 70

d) P(no blanca, no amarilla) = 45 / 70

Sucesos Dependientes e Independientes
Si E1 y E2 son dos sucesos, la probabilidad de que ocurra E2, dado que ha ocurrido e1, se representa por P{E2 / E1} o P{E2 dado E1} y a esto se le llama probabilidad condicional de E2 dado que E1 ha ocurrido.

Si la ocurrencia o no ocurrencia de E1 no afecta a la probabilidad de ocurrencia de E2 , entonces P{E2 / E1} = P{E2} y se dice que E1 y E2 son sucesos independientes; sino ocurre esto, es decir la ocurrencia E1 afecta ala ocurrencia de E2 se dice que son dependientes.

Sucesos dependientes:

P{E1E2} = P{E1} P{E2 /E1}

P{E1E2E3} = P{E1} P{E2/E1} P{E3/E1E2}

Sucesos independientes

P{E1E2} = P{E1} P{E2}

P{E1E2E3} = P{E1} P{E2} P{E3}

Ej. Cual es la probabilidad de que caiga sello en el 15avo lanzamiento y caiga sello en el 16avo lanzamiento de una moneda bien construida.

E1 = caiga sello en el 15avo lanzamiento P{E1} =1/2

E2 = caiga sello en el 2° lanzamiento P{E2} = 1/2

P{E1E2} = P{E1} P{E2} 

= (1/2) (1/2) 

= 1/4

Ej. Si la probabilidad de que Escamilla escriba 30 años un 75% ¿cuál es la probabilidad de que ambos vivan 30 años?

E1 = Escamilla viva 30 años P{E1} = 80% / 100% = 4 / 5

E2 = Peimbert viva 30 años P{E2} = 75% / 100% = 3/4 

P{E1E2} = P{E1} P{E2/E1} 

=(4 / 5) (3 / 4) 

=12 / 20 

= 60%

Ej. De una caja que contiene tres billetes de a 100 y dos de 50 se extraen dos billetes ¿Cuál es la probabilidad de que en la primera extracción sea un billete de a cien y que en la segunda extracción sea un billete de a 100 si las extracciones se hacen con:

a) un remplazamiento

b) sin remplazamiento 

Sucesos mutuamente excluyentes
Dos o mas sucesos se dicen excluyentes si la ocurrencia de uno o cualquiera de ellos imposibilita la ocurrencia de los otros . Así si E1 y E2 son mutuamente excluyentes entonces la probabilidad de suceso uno por el suceso dos es igual a cero. P{E1+E2}=0

Si E1 mas E2 representa el suceso de que ocurra E1 o E2 o ambos, entonces, la probabilidad de:

sucesos no mutuamente excluyentes

P{E1+E2}=P{E1} + P{E2} - P{E1E2}

Sucesos mutuamente excluyentes

P{E1+E2}=P{E1} + P{E2} 

Ej.- Se hace una extracción de una baraja de 52 cartas ¿ cual es la probabilidad de que esn esa extracción sea un as o un rey?

E1 = extracción de as = 1/13

E2 = extracción de un rey = 1/13

P{E1+E2}=P{E1} + P{E2}

1/13 + 1/13

2/13

Ej.- se hace una extracción de una baraja de 52 cartas¿cuál es la probabilidadde que en esa extracción sea un as o una espada?

E1 = extracción de as = 1/13

E2 = extracción de espada = 13/52 = ¼

P{E1+E2}=P{E1} + P{E2} - P{E1E2}

= 1/13 + ¼ - 1/52

= 4/52 + 13/52 - 1/52

= 16/52 = 4/13

Ej. Cual es la probabilidad de que en dos lanzamientos de un dado aparezca al menos un 4?

E1 = que salga un cuatro = 1/6

E2 = que salga un cuatro = 1/6

P{E1+E2}=P{E1} + P{E2} 

1/6 + 1/6

= 2/6 = 1/3
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2.4.4 Axiomas.

AXIOMAS 

El término axioma, originariamente significó dignidad; y por derivación se ha llamado axioma a lo que es digno de ser estimado, creído y valorado. En su acepción más clásica el vocablo axioma equivale al de principio que, por su dignidad misma, es decir, por ocupar cierto lugar en un sistema de proposiciones, debe estimarse como verdadero. 

Para Aristóteles los axiomas son principios evidentes que constituyen el funcionamiento de toda ciencia. En suma, Aristóteles define el axioma como una proposición que se impone inmediatamente al espíritu y que es indispensable, a diferencia de la tesis, que no puede demostrarse y que no es indispensable. En tal caso los axiomas son proposiciones irreductibles, principios generales a los que se reducen todas las demás proposiciones y en los cuales éstas se apoyan necesariamente. 

El axioma posee, por así decirlo, un imperativo que obliga al asentimiento una vez que ha sido enunciado y entendido. Los axiomas pueden ser llamados también nociones comunes como los enunciados del tipo siguiente: "dos cosas iguales a una tercera son iguales entre sí", y "el todo es mayor que la parte". 

Al no lograrse demostrar esos axiomas se tendió cada vez más a definir los axiomas mediante las dos notas ya antes apuntadas: indemostrabilidad y evidencia. Las proposiciones que podían ser demostradas y no eran evidentes se llamaron teoremas. Y las que no podían ser demostradas ni eran evidentes por sí mismas recibieron el nombre de postulados. 

Esta terminología tradicional ha experimentado grandes modificaciones. En efecto, está basada en gran parte en una concepción del axioma como proposición "evidente" y, por lo tanto, está teñida de cierto "intuicionismo" (en sentido sicológico) que no todos los autores admiten. 

Se ha impuesto el cambio en la terminología desde el momento en que se ha rechazado que los axiomas fuesen nociones comunes y en que se ha visto que pueden elegirse diversos postulados, cada uno de los cuales da origen a un sistema deductivo diferente. Esto ha producido un primer efecto: atenuar y hasta borrar por entero la distinción entre axioma y postulado. 

A estos cambios han contribuido sobre todo la matemática y la metalógica contemporáneas. Estas distinguen entre axiomas y teoremas. Los primeros son enunciados primitivos (a veces llamados también postulados) aceptados como verdaderos sin probar su validez; los segundos son enunciados cuya validez se somete a prueba. 

Axiomas y teoremas son, por lo tanto, elementos integrantes de todo sistema deductivo. Usualmente la definición del concepto de teorema requiere el uso del concepto de axioma (así como el uso de los conceptos de regla de inferencia y de prueba) mientras que el concepto de axioma es definido por enumeración. 

Podemos manifestar que ha habido dos distintas orientaciones en la concepción de los axiomas. Una de estas orientaciones destaca la intuitividad y autoevidencia de los axiomas; la otra destaca su formalidad e inclusive se resiste a adscribir a ningún axioma el predicado "es verdadero". Esta última orientación, llamada formalista, es la que más se ha impuesto hoy día. 

Axiomas y teoremas. 
Teniendo en cuenta las operaciones para hacer conjuntos nuevos, hay algunos hechos fundamentales respecto a la probabilidad que se cumplen siempre: 
1. P(A) mayor o igual a 0 

2. P(S) = 1 

3. P(A ó B) = P(A) + P(B) si A y B son excluyentes. 
De estas tres propiedades, los matemáticos deducen un montón de reglas útiles para calcular probabilidades en situaciones más complicadas. A este tipo de proposiciones de las que se deducen otras, se les llama axiomas y los tres de arriba son los axiomas de la probabilidad. Algunas de las fórmulas más útiles, deducidas de los axiomas, son las siguientes. 
· P( vacío ) = 0 

· P(A') = 1- P(A) 

· P(A - B) = P(A) - P(A y B) 

· Si A está contenido en B entonces P(A) menor o igual a P(B) 

· P(A) menor o igual a 1 

· P(A ó B) = P(A) + P(B) - P(A y B). 
La deducción de estas leyes a partir de los tres axiomas es un ejercicio de ingenio matemático al que valdría la pena asomarse, pero en el que no tenemos intención de meternos de lleno. Ya que desde el punto de vista de este curso, lo interesante es aplicarlas. 
Respecto a la tercera de la reglas, note bien que la resta de conjuntos se define así: ``A - B'' es la colección de elementos de A que no están en B. De tal suerte que P(A - B) debe contemplar sólo a elementos de A y por eso es que a P(A) no le restamos P(B) sino solamente P(A y B). 
Otro comentario lo merece la última regla: P(A ó B) = P(A) + P(B) - P(A y B). Es preciso restar P(A y B) ya que así no lo hiciéramos, se estaría tomando en cuenta dos veces a los elementos comunes a A y a B. 
2.4.5 Teoremas.

	


TEOREMA 1. Si ( es un evento nulo o vacío, entonces la probabilidad de que ocurra ( debe ser cero.
 


	


                                                                 p(()=0
DEMOSTRACIÓN:

Si sumamos a (un evento A cualquiera, como ( y A son dos eventos mutuamente excluyentes, entonces p(A(()=p(A) +p(()=p(A). LQQD
 

 

TEOREMA 2. La probabilidad del complemento de A, Ac debe ser, p(Ac)= 1 – p(A)
 

 

 

 

 

DEMOSTRACIÓN:

Si el espacio muestral (, se divide en dos eventos mutuamente exclusivos, A y Ac luego (=A(Ac, por tanto p(()=p(A) + p(Ac) y como en el axioma dos se afirma que p(()=1, por tanto, p(Ac)= 1 - p(A) .LQQD
TEOREMA 3. Si un evento A ( B, entonces la p(A) ( p(B).
 

 

 

 

DEMOSTRACIÓN:

Si separamos el evento B en dos eventos mutuamente excluyentes, A y B \ A (B menos A), por tanto, B=A((B \ A) y p(B)=p(A) +p(B \ A), luego entonces si p(B \ A)(0 entonces se cumple que p(A)(p(B). LQQD
TEOREMA 4. La p( A \ B )= p(A) – p(A(B)
 

 

 

DEMOSTRACIÓN: Si A y B son  dos eventos cualquiera, entonces el evento A se puede separar en dos eventos mutuamente excluyentes, (A \ B) y A(B, por tanto, A=(A \ B)((A(B), luego p(A)=p(A \ B) + p(A(B), entonces, p(A \ B) = p(A) – p(A(B).  LQQD 
TEOREMA 5. Para dos eventos A y B, p(A(B)=p(A) + p(B) – p(A(B).
 

 

 

 

DEMOSTRACIÓN:

Si A(B = (A \ B) ( B, donde (A \ B) y B son eventos mutuamente excluyentes, por lo que p(A ( B) = p(A \ B) + p(B) y del teorema anterior tomamos que p(A \ B) = p(A) – p(A(B), por tanto, p(A(B) = p(A) + p(B) – p(A(B).  LQQD

COROLARIO:

	



	


Para tres eventos A, B y C, p(A(B(C) = p(A) + p(B) + p(C) – p(A(B) – p(A(C) – (B(C) + p(A(B(C).


  

2.5 Probabilidad condicional.

Probabilidad condicionada 

Mediante un espacio probabilístico damos una formulación matemática a un fenómeno aleatorio que estemos observando. Parece por tanto razonable que si observamos algo que aporte información a nuestro fenómeno aleatorio, ésta deba alterar el espacio probabilístico de partida. 

Por ejemplo, la extracción de una bola de una urna con tres bolas blancas y dos negras, puede formalizarse con un espacio probabilístico en el que los sucesos elementales sean las cinco bolas y donde la probabilidad sea uniforme sobre estos cinco sucesos elementales, es decir, igual a 1/5. 

Si extraemos una bola de la urna, es decir, si observamos el suceso A bola negra, y no la devolvemos a la urna, es razonable que el espacio probabilístico cambie en el sentido no solo de que ahora ya habrá únicamente cuatro sucesos elementales, sino que además la función de probabilidad deberá cambiar en orden a recoger la información que la observación del suceso A nos proporcionó. 

Es decir, en el nuevo espacio probabilístico deberá hablarse de probabilidad condicionada al suceso A, de forma que se recojan hechos tan evidentes como que ahora la probabilidad (condicionada) de obtener negra se habrá reducido y habrá aumentado la de blanca. 

Las propiedades vistas en el capítulo anterior para las distribuciones (le frecuencias condicionadas llevan a la siguiente definición. 

	 Definición: 


Dado un espacio probabilístico (Ω,A,P) y un suceso B[image: image423.png]


 A tal que P(B) > 0, llamaremos probabilidad condicionada del suceso A respecto al B a:
[image: image424.png]P(ANB)
P(A/B)= 5





A partir de esta definición podemos deducir que 

P( A[image: image425.png]


 B ) = P(A/B) · P(B)

y como los sucesos A y B pueden intercambiarse en la expresión anterior, será: 

P(A [image: image426.png]


B) = P(A/B)·P(B) = P(B/A)·P(A)

por lo que tenemos una expresión más para calcular la probabilidad condicionada 

[image: image427.png]P(B/a) P&
P(B)





Consideremos la siguiente situación. Se tienen tres urnas similares; por fuera son idénticas. Se sabe que 
· en la urna 1 hay 3 bolas blancas y 19 azules, 

· en la urna 2 hay 20 bolas blancas y 2 azules, 

· en la urna 3 hay 11 bolas blancas y 11 azules. 
Se va a sacar una bola de una de las urnas. Puede ser azul o blanca. ¿Cuál es la probabilidad de que sea blanca? 
Hay cuatro posibles soluciones: 
1. La probabilidad de una blanca es 3 / 22. Esto es porque si se escoge la urna 1, hay 3 de 22 bolas que son blancas. Esta respuesta nos deja pensando en que es muy arbitrario decir que la urna escogida es la 1. Si la urna escogida fuese la 1 esta sería la respuesta correcta. 

2. De manera similar, podemos pensar que la urna escogida es la 2 y entonces la probabilidad de una bola blanca es 20 / 22. 

3. Claro que, también, la urna escogida puede ser la 3 y entonces la probabilidad de blanca es 11 / 22. 

4. Como no se sabe cual es la urna escogida y las tres urnas tienen el mismo número de bolas, la probabilidad se calcula como si fuese una gran urna con 66 bolas de las cuales 3 + 20 + 11 son blancas y, así, la probabilidad es 34 / 66 
¿Cuál es la respuesta correcta? o ¿habrá otra que sea la respuesta correcta? 
Una cosa es clara; si podemos suponer que la urna escogida es la 1, la respuesta correcta es la primera. Lo mismo se puede decir de la segunda y la tercera. La cuarta es un poquito más atrevida y quizá sea correcta. Por lo pronto vamos a darle un nombre a las tres primeras: les llamamos probabilidad condicional. 
· A la primera la llamamos ``probabilidad condicional de blanca dado que la urna es la 1''. 

· A la segunda, la llamamos de manera similar condicional de blanca dado que la urna es la 2. 

· A la tercera se le da un nombre análogo [¿Cuál nombre?]. 
Formalmente, definimos la probabilidad condicional de la siguiente manera: 
P( A | B ) = [P( A y B )] / [P( B )] 

· El símbolo P( A | B ) lo leemos como probabilidad de A dado B. Lo interpretamos como la probabilidad de que, sabiendo que ya sucedió B, además suceda A. En el ejemplo de las urnas A sería el evento ``la bola es blanca''; B sería la urna correspondiente. 

· Como lo que está abajo en el quebrado es la probabilidad de lo dado, la fórmula no es simétrica en A y B. Si los intercambiamos, da otro número. Esto se ve en el ejemplo ya que no es lo mismo que nos informen cual es el número de la urna escogida a que nos digan que la bola fue blanca y nos pregunten cuál es la urna. 

· Esta fórmula no tiene sentido matemático si P(B) = 0. En tal caso decimos que la probabilidad condicional no está definida. Claro que eso está bien porque no puede haber sucedido algo que es imposible. 
Fíjese que esta fórmula se usará cuando haya una manera fácil de calcular las probabilidades no condicionales y la condicional sea difícil. Eso no fue el caso con el color de la bola y las urnas. 
Para ejemplificar el tipo de situación en que nos sirve la fórmula descrita, considere este problema. 
EJEMPLO Se tiran dos dados y se sabe que el primero no tiene el número 5. ¿Cuál es la probabilidad de que la suma de los dados sea 8? 
SOLUCION Para resolver, llamemos 
· B el evento: ``el primer dado no es 5''. 

· A el evento: ``la suma de los dados es 8''. 
Con los datos se ve que: 

· P(B) = 30 / 36. Porque de las 36 parejas posibles, 6 tienen 5 en el primer dado. 

· P(A y B) = 4 / 36. Porque sólo se obtiene 8, con las parejas (2,6), (3,5), (4,4) y (6,2) [La pareja (5,3) sí suma ocho pero tiene un 5 en el primer dado]. 

y, usando la fórmula, 

· P(A|B) = 4 / 30. 
En ese ejemplo se ven tres cosas: 
1. La probabilidad condicional nos permite medir la información. En los ejemplos vimos como cambia la probabilidad de A, antes de conocer nada: P(A) y después de conocer la ocurrencia de el evento B: P(A | B). 

2. En un extremo está el cambio enorme que corresponde a que A y B sean excluyentes (ajenos). En este caso la probabilidad podría llegar incluso a ser cero. 

3. En el otro extremo están los eventos en los que sucede que P(A | B) = P(A). Esto quiere decir que la información de que B ocurrió no cambia la probabilidad de A y decimos que A y B son independientes. 
Esta última característica, la independencia, juega un papel muy importante en la probabilidad y merece una atención más detallada. Por el momento debemos establecer una definición: 
A y B son eventos independientes si y sólo si P(A y B) = P(A) P(B) 

En forma equivalente decimos: A y B son eventos independientes si y sólo si P(A | B) = P(A). 
La equivalencia se sigue de una sustitución algebraica muy sencilla. 
La consecuencia de que esta sea una definición es que: 
para comprobar la independencia de dos eventos es preciso hacer ver que P(A y B) = P(A)P(B). 
Es importante remarcar la diferencia de concepto entre eventos independientes y eventos excluyentes o ajenos. En nuestro ejemplo se ve claramente que ambos conceptos son antitéticos. El hecho de que dos eventos se excluyan casi implica que no son independientes. La excepción se da en el caso degenerado de que alguno de ellos (o los dos), sea imposible. En el habla cotidiana, a veces, se confunden estos conceptos. 
Note que si A es imposible; P(A) = 0. Además ``A y B'' también es imposible y se tiene P(A y B) = P(A)P(B) ya que ambos lados de la igualdad valen cero . Pero éste es el único caso en que dos eventos son ajenos e independientes a la vez; en términos geométricos la idea de independencia se asemeja a la perpendicularidad y la de ``ajenos'' al paralelismo. 
ANEXO Más sobre independencia. 
Respecto a la independencia de dos eventos, hay algunas cosas muy elementales que agregar a la definición que hicimos en notas pasadas. 
1. La independencia de dos eventos A y B, quiere decir que el saber que A sucedió no modifica la probabilidad de que B también haya sucedido. Como consecuencia saber que A no sucedió tampoco puede afectar a la probabilidad de B. 

Podemos poner esto diciendo que 

Si A y B son independientes, también lo son las tres siguientes pares: A' y B ; A y B' ; A' y B' (estamos usando el apóstrofe ' para denotar complemento) 

2. Cuando se tienen tres eventos, se puede presentar una situación muy curiosa. Puede pasar que 

· A y B sean independientes y 

· A y C sean independientes y 

· B y C también sean independientes. 

Pero A,B y C NO sean independientes. 

Esta situación curiosa se describe diciendo que no basta que varios eventos sean independientes a pares, para que sean independientes. 

El ejemplo clásico es el de un experimento aleatorio con cuatro posibles resultados igualmente probables: 1, 2, 3 y 4 . 

· Si el resultado es 1, A gana y nadie más. 

· Si el resultado es 2, B gana y nadie más. 

· Si el resultado es 3, C gana y nadie más, pero 

· Si el resultado es 4, los tres A, B y C ganan. 

Usted puede calcular las probabilidades para darse cuenta que: 

· P(A y B) = P(A) P(B) 

· P(A y C) = P(A) P(C) 

· P(B y C) = P(B) P(C) 

pero P(A y B y C) no es igual a P(A) P(B) P(C). 

3. Una nota final de un estilo menos matemático. La palabra independencia se utiliza en otros contextos para denotar un sin núnmero de conceptos diferentes. 

Los ejemplos más comunes son en política, en historia, en derecho. En la ciencia se habla de variables independientes y el significado es diferente que el que usamos aquí. Aún en otras ramas de la matemática se usa la palabra independencia para denotar a otros conceptos. Cuando queremos distinguir la definición técnica que usamos en la probabilidad de otras nociones le ponemos un apellido a la independencia y decimos independencia estocástica. 

Es conveniente recordar que cuando existe duda si dos eventos son independientes o no, la única forma de zanjar la cuestión es viendo si P(A y B) es igual o diferente al resultado de multiplicar P(A) P(B). Naturalmente que si la independencia de dos eventos está en duda, el cálculo de P(A y B) no se puede hacer simplemente multiplicando P(A) P(B) sino que se debe justificar de alguna otra manera. 
2.5.1 Dependiente.

Probabilidades bajo condiciones de dependencia estadística.
 

La dependencia estadística existe cuando la probabilidad de que se presente algún suceso depende o se ve afectada por la presentación de algún otro evento. Los tipos de probabilidad bajo condiciones de dependencia estadística son:

 

· Condicional. 

· Conjunta. 

· Marginal. 

 

 

 
Probabilidad condicional bajo dependencia estadística.
 

P(B/A) = P(BA) / P(A)

 

 

 
Probabilidades conjuntas bajo condiciones de dependencia estadística.
 

P(BA) = P(B/A) x P(A)

 

O

 

P(BA) = P(A/B) x P(B)

 

 

 
Probabilidades marginales bajo condiciones de dependencia estadística.
 

Las probabilidades marginales bajo dependencia estadística se calculan mediante la suma de las probabilidades de todos los eventos conjuntos en los que se presenta el evento sencillo.

2.5.2 Independiente.

Probabilidades bajo condiciones de independencia estadística.
Cuando se presentan dos eventos, el resultado del primero puede tener un efecto en el resultado del segundo, o puede no tenerlo. Esto es, los eventos pueden ser dependientes o independientes. Existen tres tipos de probabilidades que se presentan bajo independencia estadística:

· Marginal. 

· Conjunta. 

· Condicional. 

Probabilidades marginales bajo independencia estadística.
Una probabilidad marginal o incondicional es la probabilidad simple de presentación de un evento.

Probabilidades conjuntas bajo condiciones de independencia estadística.
La probabilidad de dos o más eventos independientes que se presentan juntos o en sucesión es el producto de sus probabilidades marginales:

P (AB) = P(A) X P(B)

Un árbol de probabilidad muestra los resultados posibles y su respectiva probabilidad.

Probabilidades condicionales bajo independencia estadística.
Simbólicamente, la probabilidad condicional se escribe:

P(B/A)

 

Y se lee "la probabilidad de que se presente el evento B, dado que el evento A se ha presentado".

La probabilidad condicional es la probabilidad de que un segundo evento (B) se presente, si un primer evento (A) ya ha sucedido.

Para eventos estadísticamente independientes, la probabilidad condicional de que suceda el evento B dado que el evento A se ha presentado, es simplemente la probabilidad del evento B:

P(B/A) = P(B)

SUGERENCIA:
Una buena verificación de los cálculos para obtener la probabilidad conjunta consiste en recordar que para cada intento, el total de probabilidades resultantes debe sumar 1.

Independencia de sucesos 

Existen situaciones en las que la información suministrada por el acaecimiento de un suceso B no altera para nada el cálculo de la probabilidad de otro suceso A. Son aquellas en las que el suceso A es independiente de B. Es decir, cuando 

P(A/B) = P(A).

Como entonces, por la última expresión de la probabilidad condicionada, es 
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y, por tanto, se podría decir que también B lo es de A, hablaremos de sucesos independientes cuando esta situación ocurra. La definición formal que se da a continuación implica estas dos situaciones. 

	 Definición: 


Dos sucesos A y B de un mismo espacio probabilístico (Ω, A, P) se dicen independientes cuando 

P( A [image: image429.png]


B ) = P(A) · P(B)

2.6 Ley multiplicativa.

2.6.1 Cálculo de probabilidad de eventos.

Para calcular la probabilidad de eventos es necesario que éstos se comporten de una maner más o menos estable. Precisamente, se echa mano de la regularidad estadística, que es la propiedad de los fenómenos aleatorios, y que consiste en que al aumentar el número de repeticiones de un experimento en condiciones prácticamente constantes, la frecuencia relativa de ocurrencia para cada evento tiende a un valor fijo.

Sin embargo, al momento de definir la probabilidad de un evento podemos tomar en cuenta los siguientes criterios:

1. La probabilidad subjetiva de un evento se la asigna la persona que hace el estudio, y depende del conocimiento que esta persona tenga sobre el tema. Precisamente por su carácter de subjetividad no se considera con validez científica, aunque en la vida diaria es de las más comúnes que se utilizan al no apoyarse más que en el sentido común y los conocimientos previos, y no en resultados estadísticos. 

2. La probabilidad frecuencial de un evento es el valor fijo al que tienden las frecuencias relativas de ocurrencia del evento de acuerdo a la regularidad estadística. Esta definición sería la más real, pero proporciona probabilidades aproximadas, es decir, proporciona estimaciones y no valores reales. Además, los resultados son a posteriori, pues se necesita realizar el experimento para poder obtenerlo. (Para ver un ejemplo haz click aquí.) 

3. La probabilidad clásica de un evento E, que denotaremos por P(E), se define como el número de eventos elementales que componen al evento E, entre el número de eventos elementales que componen el espacio muestral:
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Es la definición más utilizada porque supone de antemano, y se necesita como requisito indispensable, que todos los eventos elementales tienen la misma probabilidad de ocurrir. 
http://www.uaq.mx/matematicas/estadisticas/xu4.html
2.6.2 Conjuntos.

2.6.3 Problemas de eventos independientes.

Eventos Independientes: Dos o más eventos son independientes cuando la ocurrencia o no-ocurrencia de un evento no tiene efecto sobre la probabilidad de ocurrencia del otro evento (o eventos). Un caso típico de eventos independiente es el muestreo con reposición, es decir, una vez tomada la muestra se regresa de nuevo a la población donde se obtuvo. 
Ejemplo: lanzar al aire dos veces una moneda son eventos independientes por que el resultado del primer evento no afecta sobre las probabilidades efectivas de que ocurra cara o sello, en el segundo lanzamiento.
http://html.rincondelvago.com/probabilidades_1.html
2.6.4 Eventos dependientes.
Eventos dependientes: Dos o más eventos serán dependientes cuando la ocurrencia o no-ocurrencia de uno de ellos afecta la probabilidad de ocurrencia del otro (o otros). Cuando tenemos este caso, empleamos entonces, el concepto de probabilidad condicional para denominar la probabilidad del evento relacionado. La expresión P(A|B) indica la probabilidad de ocurrencia del evento A sí el evento B ya ocurrió. Se debe tener claro que A|B no es una fracción.
P(A|B) = P(A y B)/P(B) o P(B|A) = P(A y B)/P(A)
http://html.rincondelvago.com/probabilidades_1.html
EVENTOS INDEPENDIENTES

Suponemos que se sabe que la probabilidad de A dada la de B es igual a la probabilidad de A. ¿Qué se podría concluir respecto a los eventos de A y B? ¿El hecho de saber que el evento b a ocurrido, afecta de algún modo la probabilidad de A?. La situación anterior conduce a la necesidad de definir otro tipo de eventos: Si A y B son eventos independientes, entonces P (A B)= P(A).

· Definición: A y B son eventos independientes si y solo sí 

· Teorema 1: si A y B son eventos independientes SRC="Image2.gif" WIDTH=60 HEIGHT=21>y SRC="Image3.gif" WIDTH=60 HEIGHT=21> 

, entonces

Nótese que la definición de eventos independientes se aplica a todos los eventos sean o no sus probabilidades iguales a cero. No sería así si hubiéramos ocupado el teorema 1 para la definición de eventos independientes.

Si escoge una familia del conjunto de todas las que tiene 2 niños ¿Cuál es la probabilidad de que ambos sean varones si se sabe que por lo menos que hay un varón en esa familia. Sea S={(m,m),-(m,f).(f,m),(f,f)} el espacio muestra, donde la primera letra de cualquier pareja ordenada indica el sexo del primogénito y la segunda el sexo del segundo. 

Supondremos que los cuatro puntos son igualmente probables (esta suposición no es correcta para determinadas razones pero es aceptable). 

Ahora bien, si se sabe que por lo menos uno de los hijos es varón ¿Cuál es el nuevo espacio muestral? De los tres punto de ese espacio ¿ Cuántos representan familias en las que ambos hijos son varones?. Entonces la probabilidad requerida es 1/3.

Demostración: de la teoría de conjuntos sabemos que SRC="Image4.gif" WIDTH=97 HEIGHT=21>(verifique esto con un diagrama de Venn). Del teorema anterior, tenemos SRC="Image5.gif" WIDTH=105 HEIGHT=25>. Por tanto, 

SRC="Image6.gif" WIDTH=141 HEIGHT=25>

SRC="Image7.gif" WIDTH=204 HEIGHT=120>

Así, SRC="Image8.gif" WIDTH=16 HEIGHT=21>y SRC="Image9.gif" WIDTH=16 HEIGHT=19>son eventos independientes.

http://www.escolar.com/article-php-sid=13.html
2.6.5 Diagramas de árbol.

Un diagrama de arbol es un dibujo que se usa para enumerar todos los resultados posibles de una serie de experimentos en donde cada experimento puede suceder en un numero finito de maneras. La construccion de diagramas de arbol se ilustra en los siguientes ejemplos.
Diagramas de árbol

EL USO DE DIAGRAMAS DE ARBOL PARA EL CALCULO DE LA PROBABILIDAD 

Muchos problemas sobre probabilidades se pueden representar con diagramas de árbol. En tales casos se pueden utilizar con facilidad las reglas de la multiplicación y la adición para ilustrar la solución de problemas sobre probabilidades.

Se ha extraído dos fichas de pocker de una caja que contiene una ficha roja, otra blanca y otra verde. El diagrama de árbol que representa este experimento en la primera figura muestra la segundad y la primera selección. En cada extracción se selecciona una ficha y no se reemplaza.

Después de que se ha dibujado e identificado el árbol, es necesario que se asigne probabilidades a cada rama. Si se supone que es igualmente probable que se extraiga cualquier ficha en cualquier selección, es posible asignar una probabilidad a cada segmento de cada rama de árbol como se muestra en la segunda figura. Nótese que un conjunto de ramas que nacen de un punto común tiene una probabilidad total igual a uno. En este diagrama en particular hay cuatro de tales conjuntos de segmentos de famas. El diagrama de árbol muestra seis resultados distintos. Leyendo hacia abajo la rama indica el resultado (R,B);la dos (2), (R,V); etc. Cada resultado el esta representado por una rama que nace en un punto inicial común y termina en los puntos extremos de la derecha. 

La probabilidad asociada con el resultado (R,B) P(ficha roja en la primera extracción y blanca en la segunda), se encuentra multiplicando P(R en la primera selección)*P(B en la segunda selección R en la primera). Estas son las dos probabilidades 1/3 y ½ indicadas en los dos segmentos de la rama uno en la figura dos. El ½ es la probabilidad condicional requerida por la regla de la multiplicación. En consecuencia debe n}multiplicarse a loa largo de las ramas.

 Algunos eventos están constituidos por mas de un resultado del experimento. Por ejemplo supóngase que se ha pedido la probabilidad de que sean seleccionadas una ficha roja y otra blanca. Se observa que hay dos resultados que satisfacen dos eventos, la rama uno y la tres con "o" se utiliza la regla de la adición . puesto que las ramas de un diagrama representan eventos mutuamente excluyentes, se tiene que :

P(R y una B)= SRC="Image1.gif" WIDTH=221 HEIGHT=45>

http://www.escolar.com/article-php-sid=13.html
2.7 Eventos Independientes.

2.7.1 Aplicación de teoremas.

2.7.2 Regla de Bayes.

Teorema de Bayes 

El siguiente teorema es un resultado con una gran carga filosófica detrás, el cual mide el cambio que se va produciendo en las probabilidades de los sucesos a medida que vamos haciendo observaciones. Paradógicamente a su importancia, su demostración no es más que la aplicación de la definición de probabilidad condicionada seguida de la aplicación del teorema de la probabilidad total. 

	 Teorema  


Sea un espacio probabilístico (Ω, A, P) y {An} [image: image431.png]


A una partición de sucesos de Ω y B [image: image432.png]


A un suceso con probabilidad positiva. Entonces, para todo suceso Ai es 
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Este teorema tiene una interpretación intuitiva muy interesante. Si las cosas que pueden ocurrir las tenemos clasificadas en los sucesos Ai de los cuales conocemos sus probabilidaes P(Ai), denominadas a priori, y se observa un suceso B, la fórmula de Bayes nos da las probabilidades a posteriori de los sucesos A<SUB<I< sub>, ajustadas o modificadas por B. 

	 Ejemplo  


Supongamos que tenemos una urna delante de nosotros de la cual solo conocemos que o es la urna A1 con 3 bolas blancas y 1 negra, o es la urna A2 con 3 bolas negras y 1 blanca. 

Con objeto de obtener más información acerca de cual urna tenemos delante, realizamos un experimento consistente en extraer una bola de la urna desconocida. Si suponemos que la bola extraida resultó blanca 1B y a priori ninguna de las dos urnas es más verosímil que la otra, P(A1) = P(A2) = 1/2, entonces la fórmula de Bayes nos dice que las probabilidades a posteriori de cada urna son 

P(A1/1B) =3/4   y   P(A2/1B) =1/4 

habiendo alterado de esta forma nuestra creencia sobre la urna que tenemos delante: Antes creíamos que eran equiprobables y ahora creemos que es tres veces más probable que la urna desconocida sea la A1. 

Pero, ¿qué ocurrirá si extraemos otra bola?. Lógicamente, en la fórmula de Bayes deberemos tomar ahora como probabilidades a priori las calculadas, 3/4 y 1/4, pues éstas son nuestras creencias sobre la composición de la urna, antes de volver a realizar el experimento. 

Si suponemos que la bola no fue reemplazada (se deja para el lector el caso de reemplazamiento), y sale una bola negra 2N, la fórmula de Bayes nos devolverí a la incertidumbre inicial, ya que sería 

P(A1/2N) =1/2   y   P(A2/2N) =1/2 

Si hubiera salido blanca, la fórmula de Bayes, al igual que la lógica, también sería concluyente, 

P(A1/2B) =1   y   P(A2/2B) =0 

La utilización de la fórmula de Bayes, es decir, la utilización de distribuciones de probabilidad a posteriori como modelos en la estimación de parámetros, al recoger ésta tanto la información muestral, P(B/Ai), como la información a priori sobre ellos, P(Ai), constituye una filosofía inferencial en gran desarrollo en los últimos años, la cual, no obstante, tiene el inconveniente (o según ellos la ventaja) de depender de la información a priori, la cual en muchas ocasiones es subjetiva y por tanto, pudiendo ser diferente de un investigador a otro. 

TEOREMA DE BAYES
Sea ( un espacio muestral que está formado por los eventos A1, A2, A3,.....,An mutuamente excluyentes, luego,

( = A1(A2(A3(.....(An

 

 

 

 

Luego si ocurre un evento B  definido en (, observamos que;
                          B = ((B = (A1(A2(A3(.....(An)(B = (A1(B)((A2(B)((A3(B)(.....((An(B)
Donde cada uno de los eventos Ai(B son eventos mutuamente excluyentes, por lo que 
                        p(B) = p(A1(B) + p(A2(B) + p(A3(B) +......+ p(An(B)

y como la p(Ai(B) = p(Ai)p(B(Ai) ,  o sea que la probabilidad de que ocurra el evento Ai y el evento B es igual al teorema de la multiplicación para probabilidad condicional, luego;
                      p(B) = p(A1)p(B(A1) + p(A2)p(B(A2) + p(A3)p(B(A3) + p(An)p(B(An)

Si deseamos calcular la probabilidad de que ocurra un evento Ai dado que B ya ocurrió, entonces;
                     [image: image434.wmf])
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La expresión anterior es el teorema de Bayes, que como se observa es una simple probabilidad condicional.

TEOREMA DE BAYES

Si sé sabe que una urna amarilla se contiene tres bolas negras una blanca, y que una urna roja contiene dos bolas blancas y dos negras. Se tira un dado con la condición de que sí el número resultante es divisible por tres, se elige la urna amarilla; y en cualquier otro caso se elige la urna roja. 

De la urna elegida se saca una bola al azar. Si la bola es negra, ¿Cuál es la probabilidad de que haya sido sacada de la urna amarilla?. Un diagrama de árbol nos puede ayudar a la solución de este problema.

La probabilidad de escoger la urna amarilla es 1/3 y la probabilidad de sacar una bola negra, considerando que se escogió la urna amarilla, es ¾ .

Por tanto, la probabilidad de escoger una bola negra de la urna amarilla es 1/3 ( ¾)=1/4.

De modo semejante, se pude ver que la probabilidad de sacar una bola blanca de la urna amarilla es 1/12, la probabilidad de sacar una bola negra de la urna roja es 1/3, y la probabilidad de sacar una bola blanca de la urna roja es 1/3.¿suman 1, las cuatro probabilidades?.

2.7.3 Conocer teoremas y realizar ejercicios.

PROBLEMA. En una etapa de la producción de un artículo se aplica soldadura y para eso se usan tres diferentes robots. La probabilidad de que la soldadura sea defectuosa varía para cada uno de los tres, así como la proporción de artículos que cada uno procesa, de acuerdo a la siguiente tabla. 


Robot
Prob. defect.
Prob. proces.



 A 
   0.002 
    18%



 B 
   0.005 
    42%



 C         0.001 
    40%

Tenemos un par de preguntas: 
· Cuál es la proporción global de defectos producida por las tres máquinas 

· Si tomo un artículo al azar y resulta con defectos en la soldadura, cuál es la probabilidad de que haya sido soldado por el robot C. 
SOLUCION 
(I) 
La primera pregunta nos va a llevar a lo que se conoce con el nombre de fórmula de la probabilidad total. 
Queremos conocer la proporción global de defectos de los tres robots. Después de reflexionar un momento se ve que si todas las soldaduras las pusiera el robot C, habría pocos defectos, serían 0.001 o 0.1%. En cambio, si todas las pone el B, ¡sería un desastre!, tendríamos cinco veces más: 0.005 o 0.5%. De modo que en nuestra respuesta debemos tener en cuenta las diferentes proporciones de lo maquinado en cada robot. 
Nuestra idea es empezar por descomponer el evento ``defectuoso'' en ``viene del robot A y es defectuoso'' o ``viene del robot B y es defectuoso'' o ``viene del robot C y es defectuoso''. En símbolos tendremos 
P(d) = P(A y d) + P(B y d) + P(C y d)

ó

P(d) = P(A) P( d|A) + P(B) P( d|B) + P(C) P( d|C) 

Antes de ponerle números y resolver nuestro problema fijémonos en la fórmula obtenida. 

1. Hay tres eventos A, B y C que 

· son ajenos y 

· cubren todo el espacio muestral. 

2. Conocemos las probabilidades de cada uno de ellos. 

3. Además, conocemos las probabilidades condicionales de otro evento dado cada uno de ellos. 

La fórmula de arriba se llama fórmula de la probabilidad total. 

Llenando con nuestros números, tenemos que 

P(d) = (0.18)(0.002) + (0.42)(0.005) + (0.40)(0.001)

o sea que P(d) = 0.00286 casi 3 piezas por cada mil. 

Es bueno comparar este resultado con los porcentajes de soldaduras defectuosas de cada robot por separado. Podemos ver que el resultado se encuentra entre todas ellas y se encuentra relativamente cerca de los porcentajes de los robots más utilizados (el B y el C). Esto es muy razonable. 

(II) 

La segunda pregunta es, a la vez más simple y más complicada. Nos va a llevar a lo que se conoce con el nombre de teorema de Bayes. 

La probabilidad que buscamos es una condicional pero al revés de las que tenemos. Buscamos 

P( C | d)

para calcularla usamos la definición de probabilidad condicional: 

P( C | d) = [P(C y d)] / [P( d )] 

El numerador (lo de arriba) lo calculamos con 

P( C y d ) = P(C) P(d|C) 

y el denominador lo calculamos con la fórmula de probabilidad total 

P(d) = P(A) P( d|A) + P(B) P( d|B) + P(C) P( d|C) 

juntando las dos tenemos la fórmula de Bayes: 

P( C|d) = [P(C) P(d|C)] / [P(A) P( d|A) + P(B) P( d|B) + P(C) P( d|C)] 

Aplicándola a nuestro caso tenemos 

P(C|d) = [(0.40)(0.001)]/[(0.18)(0.002) + (0.42)(0.005) + (0.40)(0.001)] 

o sea 

P(C|d) = [0.0004]/[0.00286] = 0.1399 

casi 14%. 

O sea que si tomamos una pieza al azar, la probabilidad de que haya sido soldada por el robot C es alta, 40%. Pero, como ese robot produce sólo 1 de cada mil soldaduras defectuosas, al saber que la pieza seleccionada es defectuosa, la probabilidad de que provenga del robot C disminuye a solamente 14%. Esto quiere decir que, en este caso el saber que la soldadura es defectuosa, nos provee con una gran cantidad de información. 

Si analizáramos, usando de nuevo la fórmula de Bayes las probabilidades de los robots A y B, tendríamos 

P(B|d) = 0.7343 y P(A|d) = 0.1259 

Comparadas con las probabilidades de cada máquina sin saber que la pieza es defectuosa vemos un gran incremento en la probabilidad de B. 

Si, por el contrario la pieza no hubiese tenido defectos de soldadura, el mismo teorema de Bayes nos daría (haga Ud. las cuentas y ¡fíjese que no me haya equivocado yo!): 

P(A|no d) = 0.1802 P(B|no d) = 0.4191 y P(C|no d) = 0.4007 

Las probabilidades no son idénticas a las probabilidades no condicionales, pero la diferencia es muy pequeña. 

Para apreciar mejor el cambio, pongamos en una sola tabla las probabilidades iniciales y las condicionales obtenidas bajo el conocimiento de la soldadura de la pieza. 



Robot
P() 
P( |d) 
P( |no d)



A 
0.18 
0.1259 
0.1802



B 
0.42 
0.7343 
0.4191



C 
0.40 
0.1399 
0.4007

Es tan grande el éxito de los tres robots en el soldado correcto que el saber que la pieza no tiene defectos, prácticamente no altera las probabilidades de producción en uno u otro. 

Por el contrario, el robot C es tan bueno, comparado con el B que, al saber que la pieza es defectuosa, las probabilidades cambian dramáticamente. 

En este ejemplo el cálculo de probabilidades condicionales nos cuantifica algo que el sentido común nos dice de otra forma. Note que la fórmula de Bayes nos sirvió para pasar de las probabilidades no condicionales a las condicionales. 

Otro ejemplo del uso del teorema de Bayes 
Otro ejemplo clásico del uso del teorema de Bayes es un problema de oro y plata. Hay tres bolsas que tienen, cada una dos monedas. Las de la primera son de oro, las de la segunda son de plata y las de la tercera son una de plata y otra de oro. Se escoge una bolsa al azar y de ella una moneda también al azar. Si la moneda es de oro, ¿cuál es la probabilidad de que la otra moneda en la bolsa sea de oro también? 

Primero notemos que la segunda bolsa no pudo haber sido elegida (porque no tiene monedas de oro), sólo pudo haber sido seleccionada la primera o la tercera. Si la bolsa elegida hubiese sido la tercera, el evento cuya probabilidad nos interesa no se realiza. De modo que el evento que nos interesa es equivalente a que se haya elegido la primera bolsa. 

Una vez establecido lo anterior, apliquemos el teorema de Bayes para calcular 

P(I | Au) = [P(I)P(Au | I)] / [P(I)P(Au | I) + P(II)P(Au | II) + P(III)P(Au | III)]

Las probabilidades que entran al lado derecho de la igualdad las sacamos, inmediatamente, de las condiciones del problema y después de hacer cuentas tenemos: 

P(I|Au) = 2 / 3 

Este problema es clásico porque existe una ``solución'' a la que muchas personas llegan y es falsa. El argumento es el siguiente. Como todas las bolsas son igualmente posibles, y el hecho de que la primer moneda extraída sea de oro, nos indica que no se trata de la segunda bolsa. Concluímos que las dos bolsas restantes tienen igual probabilidad y, por tanto, la probabilidad de que la otra moneda sea de oro es 1/2. 

Si Ud. piensa de acuerdo a este razonamiento (¡erróneo!), es muy difícil que encuentre en qué se equivoca. 

Lo que está mal es que lo que averiguamos, al saber que la moneda extraída es de oro, es algo más que el rechazo de la segunda bolsa. Si sólo nos dijeran que la bolsa escogida al azar no fue la segunda, sin informarnos del metal de la moneda sacada, todavía tendríamos incertidumbre respecto a la primer moneda; todavía podríamos apostar a si ésta es de oro o de plata. Al decirnos que la moneda fue de oro, estamos aprendiendo algo más, y eso echa por tierra el argumento de ``igual probabilidad para las dos bolsas restantes''. 

Lo interesante del problema es que, si nos hubieran dicho que la moneda sacada fué de plata, aplicando la fórmula de Bayes, llegamos a la conclusión de que la probabilidad de que la otra moneda sea también de plata es 2/3 [¡Haga Ud. las cuentas!]. 

Es decir, si vamos a apostar al metal de la otra moneda, nos conviene apostar por el metal de la primera. 

Este ejemplo nos lleva a reflexionar sobre el uso adecuado de la información contenida en ``lo dado'' en el cálculo de la probabilidad condicional. 

2.7.4 Resolver problemas que apliquen el teorema.

Ejemplos:
1. 1.      Tres máquinas denominadas A, B y C, producen un 43%, 26% y 31% de la producción total de una empresa respectivamente, se ha detectado que un 8%, 2% y 1.6% del producto manufacturado por estas máquinas es defectuoso, a. Se selecciona un producto al azar y se encuentra que es defectuoso, ¿cuál es la probabilidad de que  el producto haya sido fabricado en la máquina B?, b. Si el producto seleccionado resulta que no es defectuoso, ¿cuál es la probabilidad de que haya sido fabricado en la máquina C?
Solución:
Para resolver este problema nos ayudaremos con un diagrama de árbol;
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a. a.       Definiremos los eventos;
D = evento de que el producto seleccionado sea defectuoso (evento que condiciona)
A = evento de que el producto sea fabricado en la máquina A
B = evento de que el producto sea fabricado por la máquina B
C = evento de que el producto sea fabricado por la máquina C
 

                          P(B(D) = p(B(D)/p(D) = p(B)p(D(B)/p(A)p(D(A) + p(B)p(D(B) + p(C)p(D(C)

                          P(B(D) = (0.26*0.02)/(0.43*0.08 + 0.26*0.02 +   0.31*0.016)

                                         = 0.0052/0.04456

                                         =0.116697

 

b. b.      ND = evento de que el producto seleccionado no sea defectuoso (evento que condiciona)
A = evento de que el producto sea fabricado en la máquina A
B = evento de que el producto sea fabricado por la máquina B
C = evento de que el producto sea fabricado por la máquina C
 

                 P(C(ND)=p(C(ND)/p(ND)=p(C)p(ND(C)/p(A)p(ND(A) + p(B)p(ND(B) +  p(C)p(ND(C)

                                  = 0.31*0.984/(0.43*0.92 + 0.26*0.98 + 0.31*0.984)

                                  = 0.30504/0.95544

                                  =0.31927

2. 2.      Una empresa recibe visitantes en sus instalaciones y los hospeda en cualquiera de tres hoteles de la ciudad; Palacio del Sol, Sicomoros o Fiesta Inn, en una proporción de 18.5%, 32% y 49.5% respectivamente, de los cuales se ha tenido información de que se les ha dado un mal servicio en un 2.8%, 1% y 4% respectivamente, a. Si se selecciona a un visitante al azar ¿cuál es la probabilidad de que no se le haya dado un mal servicio?,b. Si se selecciona a un visitante al azar y se encuentra que el no se quejó del servicio prestado, ¿cuál es la probabilidad de que se haya hospedado en el Palacio del Sol?, c. Si el visitante seleccionado se quejó del servicio prestado, ¿cuál es la probabilidad de que se haya hospedado en e hotel Fiesta Inn?
3. 3.      Solución: Haciendo uso de un diagrama de árbol;
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a. a.       NQ = evento de que un visitante no se queje del servicio
      PS = evento de que un visitante haya sido hospedado en el hotel Palacio del Sol
       S = evento de que un visitante haya sido hospedado en el hotel Sicómoro
      FI = evento de que un visitante haya sido hospedado en el hotel Fiesta Inn
 

                P(NQ) = p(PS)p(NQ(PS) + p(S)p(NQ(S) + p(FI)p(NQ(FI) = 

                            = 0.185*0.972 + 0.32*0.99 + 0.495*0.96

                            = 0.17982 + 0.3168 + 0.4752

                            = 0.97182
b. b.      NQ = evento de que un visitante no se queje del servicio
      PS = evento de que un visitante haya sido hospedado en el hotel Palacio del Sol
       S = evento de que un visitante haya sido hospedado en el hotel Sicomoro
      FI = evento de que un visitante haya sido hospedado en el hotel Fiesta Inn
 

                       P(PS(NQ)=p(PS(NQ)/p(NQ)

                                         =(0.185*0.972)/(0.185*0.972+0.32*0.99+0.495*0.96)=  

                                         = 0.17982/(0.17982 + 0.3168 + 0.4752)

                                         = 0.17982/0.97182

                                         = 0.1850342
c. c.       Q = evento de que un visitante se queje del servicio 
FI = evento de que un visitante haya sido hospedado en el hotel Fiesta Inn
                      P(FI(Q) = p(FI(Q)/p(Q)

                                      = 0.495*0.04/(0.185*0.028 + 0.32*0.01 + 0.495*0.04) 
                                      =0.0198/( 0.00518 + 0.0032 + 0.0198)

                                      = 0.0198/0.02818

                                      = 0.7026
Unidad 3. Funciones y distribuciones muestrales.

3.1 Función de probabilidad.

Función de Probabilidad  f(x)
Consideremos una v.a. discreta X, que toma los valores  x1, x2, ..., xn. Supongamos que conocemos la probabilidad de que la variable X tome dichos valores, es decir, se conoce que
p(X=x1) = p1 , p(X=x2) = p2, p(X=x3) = p3, ..., p(X=x1) = pn ,
en general p(X=xi) = pi 

La función de probabilidad  f(x)  de la v.a. X es la función que asigna a cada valor xi de la variable su correspondiente probabilidad pi.
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La representación gráfica más usual de la función de probabilidad es un diagrama de barras no acumulativo.
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FUNCION DE PROBABILIDAD. 
Si tomamos como variable aleatoria el resultado (suma) de lanzar dos dados, desde el punto de vista de la probabilidad, el número resultante nos interesa antes de que realicemos el experimento. Conocido el resultado, ya no es interesante (al menos, no para la probabilidad). La imagen de esta variable aleatoria es S = { 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 }. Llamando X al resultado del experimento, podemos contemplar el evento de que X sea igual a x, donde x es cualquier elemento de S. Claro que nos resultará muy interesante saber cosas como P(X = x) para los diferentes valores de x en S; por ejemplo, P(X = 6) = 5/36 [esto se lee: ``la probabilidad de que X sea igual a seis es un sexto'']. ¿Puede Ud. mostrar que P(X = 8) = 5/36 ? 
Siguiendo con el ejemplo de los dos dados, el lanzar dados para ver que número cae no es muy apasionante que digamos, acompañemos los dados con un tablero de oca o de serpientes y escaleras o de turista o de backgamon o algún otro juego interesante. Ya puestos a jugar turista o monopolio, es natural que nos interesen otro tipo de eventos. Podríamos estar interesados en saber 
· si el resultado es menor que 8: P(X < 8) = 21/36 ¿Puede Ud. ver por qué?; 

· que el resultado sea desde 4 hasta menos que 9: P(3 < X < 9) = 23/36 ¿Por qué?; 

· también podemos estar interesados en que X sea distinta de 7: P(X distinto de 7) = 1 - P(X = 7) = 1 - 1/6 = 5/6. 
Naturalmente esta notación se extiende de manera natural a todo tipo de intervalos y desigualdades. 
Regresando a donde estábamos, 
A la función: f(x) = P(X = x) se le llama función de probabilidad de X. 
Esta función es una función ordinaria de las que estudiamos en los cursos de matemáticas; no tiene nada de aleatorio. Dicho de otra forma, una vez determinados los valores de las probabilidades, la función de probabilidad es una función común y corriente, tiene su dominio, su contradominio, su gráfica, puede ser infectiva, etc. 
Hay algunos hechos importantes respecto a esta función: 
1. Para una variable aleatoria discreta los valores posibles son los únicos para los cuales esta probabilidad es diferente de cero. Dicho de otra forma, no nos hace daño ampliar el dominio de la función de probabilidad a todos los reales, pero va a valer cero casi siempre excepto en un conjunto discreto de puntos. 

2. El valor de la función de probabilidad depende esencialmente de la variable aleatoria a la que nos referimos, cuando no sea claro a cuál variable nos referimos, es conveniente poner el símbolo de la variable como subíndice para la función: fX(x). 

Esta costumbre puede causar estragos en la comprensión de los novatos, esté Ud. prevenido. ¿Qué querrá decir fY(w)? 

3. La gráfica de una función como ésta se presenta en el pizarrón. 

Regresando al ejemplo de los dados, cambiemos el turista por otro juego. En este juego Ud. gana si el resultado es par y pierde si es nón; la cantidad que pierde o gana será el doble del resultado. Aqui, su ganancia (positiva si Ud. gana, negativa si pierde) es una variable aleatoria Y, su imagen es S = {-22, -18, -14, -10, -6, 4, 8, 12, 16, 20, 24} >Puede Ud. terminar la tabla de la función de probabilidad de Y?: 

Y
-22
-18
-14
-10
-6
4
8
12
16
20
24

f(y) 












Una vez que haya llenado la tabla anterior, calcule la probabilidad de que gane Ud. más de 8 pesos; la probabilidad de que pierda más de 10 pesos; la probabilidad de que su ganancia esté entre -10 y +16 inclusive; la probabilidad de que su ganancia o pérdida exceda a 9 pesos. 

Una función de probabilidad de una variable aleatoria discreta, para ser correcta, debe satisfacer dos propiedades (p. 48 de su texto): 

· f(x) debe ser siempre mayor o igual a 0 

· la suma de f(x) para todos los valores de x debe dar 1 

3.1.1 Variables aleatorias discretas.

VARIABLE ALEATORIA DISCONTINUA O DISCRETA.
Se dice que una Variable aleatoria Discreta o Discontinua X, tiene un conjunto definido de valores posibles x1,x2,x3,…..xn con probabilidades respectivas p1,p2,p3,…..pn., Es decir que sólo puede tomar ciertos valores dentro de un campo de variación dado. Como X ha de tomar uno de los valores de este conjunto, entonces p1 + p2 +…+ pn=1.

En general, una variable aleatoria discreta X representa los resultados de un espacio muestral en forma tal que por P(X = x)se entenderá la probabilidad de que X tome el valor de x. De esta forma, al considerar los valores de una variable aleatoria es posible desarrollar una función matemática que asigne una probabilidad a cada realización x de la variable aleatoria X. Esta función recibe el nombre de función de la probabilidad.
Ejemplo.- Sea el experimento aleatorio consistente en lanzar una moneda al aire. Los sucesos elementales del experimento, <<que salga cara>>, <<que salga cruz>>, no vienen representados por los números, por lo que casa suceso elemental se le hace corresponder un número real. Así al suceso elemental <<que salga cara>> se le hace corresponder el número “1” y al suceso elemental <<que salga cruz>> se le hace corresponder el número “2”.

La variable aleatoria será: X = (1,2).
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Se trata de una variable aleatoria discontinua o discreta, ya que únicamente puede adoptar los valores 1 y 2.

Variable aleatoria discreta.

Es la que solo puede tomar determinados valores.

La variable aleatoria número de caras en el lanzamiento de tres monedas sólo puede tomar los valores 0, 1, 2 y 3. (Es discreta).

La variable aleatoria suma de las caras superiores en el lanzamiento de dos dados puede tomar solamente los valores 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 y 12. (Es también discreta)

Función de probabilidad de una v.a. discreta.

Es la aplicación que asocia a cada valor x​​​ de la v.a. X su probabilidad p.

Los valores que toma una v.a. discreta X y sus correspondientes probabilidades suelen disponerse en una tabla con dos filas o dos columnas llamada tabla de distribución de probabilidad:
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En toda función de probabilidad se verifica que 
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Ejemplo: La v.a. “número de caras en el lanzamiento de tres monedas” tiene la siguiente función de probabilidad:

	Nº de caras
	  0      1        2          3

	f(x)=
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Función de distribución de una v.a. discreta.

Sea X una v.a. cuyos valores suponemos ordenados de menor a mayor.

Se llama función de distribución de la variable X a la función que asocia a cada valor de la v.a. la probabilidad acumulada hasta ese valor, es decir, 
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Media, varianza y desviación típica de una variable aleatoria discreta.

Se llama de una v.a. discreta X, que toma los valores 
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 al valor de la siguiente expresión: 
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La varianza viene dada por la siguiente fórmula:
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La desviación típica es la raiz cuadrada de la varianza.

Ejercicio.

La distribución de probabilidad de una v.a. X viene dada por la siguiente tabla:

	xi
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	pi
	  0,1      0,3              0,2     0,3


¿Cuánto vale p(X=3)

Calcula la media y la varianza.

Solución:

La suma de todas las probabilidades es 1, por tanto, 
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 luego p(X=3)=0,1

Formamos la siguiente tabla:
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	0,1

0,3

0,1

0,2

0,3
	0,1

0,6

0,3

0,8

1,5
	0,1
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0,9

3,2
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Parámetros de una Variable Aleatoria Discreta
[image: image459.png]Esperanza =

matematica ¥~ P (Media)

Varianza  o’=Y'x7 p-pt =Y (5 -pf p
y

Desviacion
tipica





Tanto la varianza como la desviación típica son medidas de dispersión, de tal manera que cuanto menores son estos dos parámetros más agrupados se encuentran los valores de la distribución entorno a los valores centrales. Por contra, para valores grandes de la varianza o la desviación típica los datos de la distribución se encuentran muy dispersos.
Definición de Variable Aleatoria Discreta. 
VARIABLE ALEATORIA. 
Frecuentemente el resultado de un experimento aleatorio se denota con un número: 
· el resultado de lanzar un dado, 

· el número de unidades defectuosas entre 10 unidades seleccionadas, 

· el tiempo que hay que esperar para que se presente una falla en un circuito, 

· el número de estaciones de una red de computadoras que requieren la atención del servidor de la red en un momento dado, 

· el número de personas en una comunidad que requieren atención médica en un día especificado, 

· el peso sumado de las personas que están en un elevador en un momento determinado del día, 

· la cantidad en dinero de lo transportado en un camión antes de que sufra una descompostura, etc. 
A un número tal, le llamamos variable aleatoria. Ponga atención al hecho de que una variable aleatoria no es una variable en el sentido usual. Las variables que estamos acostumbrados a manejar son, por ejemplo: el peso de un cohete que va quemando el combustible que lo impulsa, la distancia del piso a un objeto que cae hacia él, la concentración de una solución dentro de un tanque conforme pasa el tiempo, etc. En los ejemplos anteriores el valor de la variable puede cambiar con el tiempo, pero es predecible a partir de las leyes de la mecánica, la química, la hidráulica o alguna otra ciencia. Con una variable aleatoria la situación es enteramente diferente. El valor de una variable aleatoria no se puede conocer con exactitud de antemano a la realización del experimento. ¿Qué otros ejemplos de variables aleatorias se le ocurren además de los mencionados arriba? Al contestar esta pregunta tenga en cuenta que el azar debe jugar algún papel en la medición de la variable y que su valor no debe ser predecible. 
Una variable aleatoria presenta dos características importantes: 
1. Una colección (conjunto) de valores posibles al que llamamos imagen de la variable aleatoria (antes lo llamábamos espacio muestral). 

2. Una probabilidad asociada a los posibles resultados la cual queda expresada mediante una función de probabilidad. 
Las variables aleatorias que tienen un conjunto de posibles valores discreto, se llaman DISCRETAS. Estas variables son el resultado de contar . ¿Cuáles de las variables aleatorias mencionadas arriba son discretas? Ciertamente el peso de las personas en el elevador no es discreto, pero entre las otras ¿cuáles son discretas? 
3.1.2 Variables aleatorias continuas.

Definición de variable aleatoria contínua 
VARIABLE ALEATORIA. 
Frecuentemente el resultado de un experimento aleatorio se denota con un número: 
· el resultado de lanzar un dado, 

· el número de unidades defectuosas entre 10 unidades seleccionadas, 

· el tiempo que hay que esperar para que se presente una falla en un circuito, 

· el número de estaciones de una red de computadoras que requieren la atención del servidor de la red en un momento dado, 

· el número de personas en una comunidad que requieren atención médica en un día especificado, 

· el peso sumado de las personas que están en un elevador en un momento determinado del día, 

· la cantidad en dinero de lo transportado en un camión antes de que sufra una descompostura, etc. 
A un número tal, le llamamos variable aleatoria. Ponga atención al hecho de que una variable aleatoria no es una variable en el sentido usual. Las variables que estamos acostumbrados a manejar son, por ejemplo: el peso de un cohete que va quemando el combustible que lo impulsa, la distancia del piso a un objeto que cae hacia él, la concentración de una solución dentro de un tanque conforme pasa el tiempo, etc. En los ejemplos anteriores el valor de la variable puede cambiar con el tiempo, pero es predecible a partir de las leyes de la mecánica, la química, la hidráulica o alguna otra ciencia. Con una variable aleatoria la situación es enteramente diferente. El valor de una variable aleatoria no se puede conocer con exactitud de antemano a la realización del experimento. ¿Qué otros ejemplos de variables aleatorias se le ocurren además de los mencionados arriba? Al contestar esta pregunta tenga en cuenta que el azar debe jugar algún papel en la medición de la variable y que su valor no debe ser predecible. 
Una variable aleatoria presenta dos características importantes: 
1. Una colección (conjunto) de valores posibles al que llamamos imagen de la variable aleatoria (antes lo llamábamos espacio muestral). 

2. Una probabilidad asociada a los posibles resultados la cual queda expresada mediante una función de probabilidad. 
Las variables aleatorias cuyos valores posibles se encuentran en cualquier parte de un intervalo, se llaman CONTINUAS. Estas variables son el resultado de medir. 
Variable aleatoria continua.

Es aquella que puede tomar infinitos valores dentro de un intervalo de la recta real. Por ejemplo, la duración de las bombillas de una determinada marca y modelo.

En el caso de variables aleatorias continuas no tiene sentido plantearse probabilidades de resultados aislados, por ejemplo, probabilidad de que una bombilla dure 100 horas, 22 minutos y 16 segundos. La probabilidad sería 0.

El interés de estas probabilidades está en conocer la probabilidad correspondiente a un intervalo. Dicha probabilidad se conoce mediante una curva llamada función de densidad y suponiendo que bajo dicha curva hay un área de una unidad.

Conociendo esta curva, basta calcular el área correspondiente para conocer la probabilidad de un intervalo cualquiera.

La función de densidad de una v.a. continua cumple las siguientes condiciones:

· Sólo puede tomar valores comprendidos entre 0 y 1: 
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· El área encerrada bajo la curva es igual a la unidad: 
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Ejercicio:

Sea 
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. Comprueba que es una función de densidad y calcula 
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Solución:

Para que  sea función de densidad 
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 tiene que valer 1. Veamos:
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Función de distribución.

Como en el caso de la v.a. discreta, la función de distribución proporciona la probabilidad acumulada  hasta un determinado valor de la variable, es decir, 
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Cumple las siguientes condiciones:

· Su valor es cero para todos los puntos situados a la izquierda del menor valor de la variable.

· Su valor es 1 para todos los puntos situados a la derecha del mayor valor de la variable.

Media y varianza de una v.a. continua.

Existe cierta correspondencia entre la variable aleatoria discreta y la continua:

	Variable aleatoria discreta
	Variable aleatoria continua
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Lo que es 
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Ejercicio 1.

La función de densidad de una v.a. continua viene definida por :
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a) Halla la función de distribución.

b) Calcula la media y la varianza.

Solución:

a) La función de distribución se obtiene integrando la función de densidad, es decir,

A la izquierda de 0, su valor 0.

A la derecha de 1, su valor es 1

Entre 0 y 1: 
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es decir, 
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b) Cálculo de la media: 
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Cálculo de la varianza: 
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Ejercicio 2.

Calcula la media, la varianza y la desviación típica de una v.a. que tiene como función de densidad: 
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Solución:

Media: 
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Varianza: 
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Desviación típica: 
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Ejercicio 3.

Sea 
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, una función de densidad. 

a) Calcula su función de distribución.

b) Calcula 
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Solución:

a) 
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· Su valor es cero para todos los puntos situados a la izquierda de 2

· Su valor es 1 para todos los puntos situados a la derecha de 5

b) 
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3.2 Distribución binomial.

Distribución Binomial. 
Se tiene un número fijo de pruebas n. Con las siguientes características: 
· Cada prueba tiene sólo dos posibles resultados: genéricamente los llamamos éxito y fracaso. Los denotamos con 1 (éxito) y 0 (fracaso). 

· El resultado de cada prueba es independiente del resultado de las demás pruebas. 

· La probabilidad de éxito no cambia de una prueba a otra. 

· Nos interesa sólo el número total de éxitos X y nó el orden en que hayan ocurrido. 
Cuando se cumplen las condiciones anteriores X tiene la distribución binomial con parámetros n y p, donde n es el número de intentos y p la probabilidad de obtener un éxito. Los valores posibles son desde cero hasta ene: { 0, 1, 2, ... , n }. La función de probabilidad es: 
f(k) = P(X=k) = nCk pkq(n-k), para k en {0,1,2,...,n} 
donde me he visto obligado por la tipografía, a usar el símbolo poco usual nCk para denotar las combinaciones de k objetos tomados de un total de n: 
nCk = [n!] / [k!(n-k)!] 
además, la letra q representa la probabilidad de fracaso q = 1-p. 
La media de la binomial es: E(X) = np y la varianza: var(X) = npq. 
EJEMPLO. La probabilidad de que una cierta clase de componente pase con éxito una determinada prueba de impacto es 3/4. Encuentre la probabilidad de que exactamente 2 de los 4 componentes que se prueban pasen la prueba. 
SOLUCION Suponiendo que las pruebas son independientes y que p=3/4 para cada una de ellas, se obtiene, 




            4!      3^2





P(X=2) = ------- . ----





          2! 2!     4^4





          2 7





       = -----





          128

Con frecuencia el interés se centra en problemas donde es necesario encontar P(X < r) o P(a <= X <= b). Por fortuna, se dispone de las sumas binomiales B(r;n,p) que se dan en el anexo (Tabla A.1) para n = 1,2, ..., 20, y valores seleccionados de p de 0.1 a 0.9. En el siguiente Problema se ilustra el uso de la tabla mencionada. 
EJEMPLO.¿En una familia de tres hijos, cuál es la probabilidad de que a lo más 2 sean niñas? 
SOLUCION La probabilidad de niña es 0.5; el sexo de cada hijo es independiente del de los demás; n=3 y p=0.5. 



P(X <= 2) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) 




          = 0.125 + 3(0.125) + 3(0.125) 



                  = 0.875



o bien. P(X <= 2) = 1 - P(X=3) = 1 - 0.125 = 0.875 

EJEMPLO. Se extraen 4 canicas CON REEMPLAZO de una urna que tiene 5 blancas y 3 negras. ¿Cuál es la probabilidad de que salgan menos de 2 blancas? 
SOLUCION Como la elección se hace con reemplazo, se cumplen los requisitos de un experimento binomial. X es el número de canicas blancas, n = 4 y p = 5/8 = 0.625. La probabilidad que necesitamos es P(X < 2) y ésta es igual a: 



P(X < 2) = P(X=0) + P(X=1) 




         = 0.3754 + (4)(0.625)(0.375)3


        

 = 0.1516 

EJEMPLO. De un lote con 1,000 artículos de los cuales el 10% son defectuosos, se escogen al azar 10. ¿Cuál es la probabilidad de que haya más de 2 defectuosos? 
SOLUCION Aunque el muestreo se hace sin reemplazo, por la gran cantidad de artículos que hay en el lote comparados con los que se escogen, suponemos que son válidos los supuestos del modelo binomial. X es el número de artículos defectuosos y la probabilidad que se nos pide es: P(X > 2). 
Como el cálculo de las 8 probabilidades necesarias es muy latoso, notemos que P(X > 2) = 1 - P(X <= 2). Aún así, hagamos esta cuenta consultando la tabla de la binomial adecuada: n = 10, p = 0.10. La tabla dice que P(X <= 2) = 0.9298. Por tanto, la probabilidad buscada es P(X > 2) = 0.0702 [Vea su tabla y descubra este valor]. Claro que también tenemos la posibilidad de calcular P(X <= 2) y restarla de uno. 



P(X <= 2) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2)




          = (0.9)10 + (10)(0.1)(0.9)9 + (45)(0.1)2(0.9)8 




          = 0.9298 

¿Dónde se aplica el modelo binomial?: 
La distribución binomial tiene aplicaciones en muchos campos científicos. Un ingeniero industrial está profundamente interesado en la "proporción de defectuosos" en un proceso industrial. Con frecuencia el control de calidad y los esquemas de muestreo para los procesos se basan en la distribución binomial. Esta se aplica en cualquier situación del tipo industrial donde el resultado de un proceso es dicotómico e independientes, y la probabilidad de éxito, constante de un instante a otro. La distribución binomial también se emplea extensamente en aplicaciones médicas y militares. En ambos casos el resultado exitoso o fallido es importante. Por ejemplo, "curar" o "no curar" es importante en el trabajo farmacéutico, mientras que "dar en el blanco" o "errar" es a menudo la interpretación del resultado al disparar un misil. 
Parámetros de la Distribución Binomial
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Función de Distribución de la v.a. Binomial
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siendo k el mayor número entero menor o igual a xi.

Esta función de distribución proporciona, para cada número real xi, la probabilidad de que la variable X tome valores menores o iguales que xi.

El cálculo de las F(x) = p( X x) puede resultar laborioso, por ello se  han construido tablas para algunos valores de  n  y  p  que nos facilitan el trabajo.


Sea X una variable aleatoria discreta correspondiente a una distribución binomial.
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Ejemplo 1
Una máquina fabrica una determinada pieza y se sabe que produce un 7 por 1000 de piezas defectuosas. Hallar la probabilidad de que al examinar 50 piezas sólo haya una defectuosa.

Solución :
Se trata de una distribución binomial de parámetros B(50, 0'007) y debemos calcular la probabilidad  p(X=1).

[image: image494.png]50) 1 49
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Ejemplo 2
La probabilidad de éxito de una determinada vacuna es 0,72. Calcula la probabilidad de a que una vez administrada a 15 pacientes:
a) Ninguno sufra la enfermedad
b) Todos sufran la enfermedad
c) Dos de ellos contraigan la enfermedad

Solución :
Se trata de una distribución binomial de parámetros B(15, 0'72)
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Ejemplo 3
La probabilidad de que el carburador de un coche salga de fábrica defectuoso es del 4 por 100. Hallar :
a) El número de carburadores defectuosos esperados en un lote de 1000
b) La varianza y la desviación típica.

Solución :
[image: image496.png]a) p=n-p=1000-0,04=40 carburadores defectucsos
b) o*=n- p-q=1000-0,04-0,96=384 ; o= fupqg=619





3.2.1 Conceptos de ensayos repetidos.

3.2.2 Conceptos de ensayos de Bernoulli.

Experimento de Bernoulli

Es un experimento que tiene las siguientes características:

1. En cada prueba del experimento sólo son posibles dos resultados: el suceso ha llamado A llamado éxito y el suceso 
[image: image497.wmf]A

 llamado fracaso.

2. El resultado obtenido en cada prueba es independiente de los resultados anteriores.

3. La probabilidad del suceso A es constante y no varía de unas pruebas a otras.

La distribución de probabilidad de este experimento recibe el nombre de distribución binomial de parámetros n y p
n es el número de pruebas del experimento y p es la probabilidad del éxito.

Si representamos por X la variable aleatoria binomial que representa el número de éxitos obtenidos en las n del experimento, podemos escribir:



p(obtener r éxitos )=p(X=r)=
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Esta expresión recibe el nombre de función de probabilidad de una distribución binomial o de Bernoulli.

Dado que en este tipo de experiencias los cálculos pueden ser laboriosos, se han construido unas tablas que nos proporcionan la probabilidad de que la variable X tome distintos valores, según los distintos valores de n y r.

Las variables aleatorias de Bernoulli y binomial. Si cada vez que se vaya a realizar una experiencia aleatoria, fijamos nuestra atención ante un suceso A , de probabilidad no nula (p=p(A)), podemos definir trivialmente una variable aleatoria  X , dicotómica, tomando valores en {0,1}, que recibe el nombre de variable de Bernoulli de parámetro p , B(p) : 
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cuya función de densidad  se puede expresar en la forma:  
[image: image500.png]f()=p(X = x)=p*1-p)l %, x=0,1




Su valor medio y varianza son
[image: image501.png]ECX) = u= 3 xf00=p
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Si realizamos n ensayos o repeticiones independientes, es decir, en idénticas condiciones, y siempre centrados en el suceso A, la variable X que cuenta el número de veces que ha tenido lugar el suceso A define el modelo binomial B(n,p). Sus funciones de densidad  f y de distribución F tienen la siguiente estructura:
[image: image502.png]fOO=p(X=x)= [:]p“(l =PI, x=0,1,..,0

[n]p"(lfp)"*

FOO=p0X30=F 160=3 |}





A continuación se presenta la representación gráfica de los 11 puntos del plano que corresponden a la función de densidad del modelo binomial B(10,0.1):
[image: image503.png])
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Dado que X puede expresarse como suma de n variables de Bernoulli independientes, las que están asociadas a cada uno de las n repeticiones o ensayos de la experiencia aleatoria:
[image: image504.png]X=X, +¥, +...+X, , donde
X, variable de Bernoulli B(p),





el valor esperado y la varianza de esta variable pueden calcularse fácilmente:
[image: image505.png]B =EGO =EO +2 4t X, )=2ECG) = 3P =np
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Obsérvese en la gráfica anterior que alrededor del valor 1, que corresponde al valor medio de la variable en este caso particular, se concentra los valores de máxima probabilidad de la variable.
http://e-stadistica.bio.ucm.es/mod_distribu/distribu2.html
3.2.3 Símbolos de representación

3.3 Distribución hipergeométrica.

Distribución Hipergeométrica. 

Como ya vimos, cuando el experimento aleatorio en cuestión interviene el muestreo, la distribución de probabilidad binomial proporciona una respuesta precisa sólo si ocurre con reemplazo, de modo que la probabilidad de éxito en cualquier ensayo permanece constante en todo el experimento. De ordinario, sin embargo, el muestreo se lleva a cabo sin reemplazo, muchas veces por conveniencia: se selecciona una unidad de una población y se separa, otra y otra. Este procedimiento es más fácil qué inspeccionar cada unidad, tomar nota de sus características, regresarla a la población y remezclarla antes de seleccionar la siguiente. A veces es inevitable el muestreo sin reemplazo. Consideremos casos en donde el muestreo destruye la unidad en cuestión, como es en las pruebas de bombillas de destello, por ejemplo. En dichas circunstancia no se pueden devolver los artículos muestreados a la población, aún cuando así lo deseáramos. La distribución de probabilidad hipergeométrica indica probabilidades asociadas con valores posibles de una variable aleatoria discreta, precisamente en situaciones en que estos valores se generan por muestreo sin reemplazo y en los que la probabilidad de éxito, por lo tanto, cambia de un ensayo al siguiente. 
Por lo que sus características principales de este modelo son: 
· Se tiene un grupo de N objetos de los cuales k son éxitos y el resto,(N-k), son fracasos. 

· Se seleccionan n de los N, SIN REEMPLAZO. 

· La v.a. X que nos interesa es el número total de éxitos entre los n seleccionados y nó el orden en que salieron. 
La función de probabilidad está dada por: 
P(X=x) = [kC x (N-k)C(n-x)] / [NCn]; para x en {0,1,...,n}

La media es: 

E(X) = nk/N y la varianza: var(X) = [N-n]/[N-1] n (1-k/N) k/N 

EJEMPLO. Una comisión de n=5 miembros ha de formarse al azar de entre N=50 miembros de un sindicato al azar en el que S=40 trabajadores son electricistas. Si, como es costumbre, en dichas circunstancias se hace sin reemplazo ¿cuáles son las probabilidades para que X= 0, 1, 2, 3, 4, 5 miembros de la comisión sean electricistas ? 
SOLUCION Las respuestas se encuentran rápidamente por aplicación sistemática de la fórmula hipergeométrica como lo muestra la siguiente tabla. 
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DISTRIBUCIÓN  HIPERGEOMÉTRICA.

Los experimentos que tienen este tipo de distribución tienen las siguientes características:
a) a)      Al realizar un experimento con este tipo de distribución, se esperan dos tipos de resultados.
b) b)      Las probabilidades asociadas a cada uno de los resultados no son constantes.
c) c)      Cada ensayo o repetición del experimento no es independiente de los demás.
d) d)      El número de repeticiones del experimento (n) es constante.
 

 

Ejemplo:
En una urna o recipiente hay un total de N objetos, entre los cuales hay una cantidad a de objetos que son defectuosos, si se seleccionan de esta urna n objetos al azar, y sin reemplazo, ¿cuál es la probabilidad de obtener x objetos defectuosos?
 Solución:
 

Luego;
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donde:
p(x,n) = probabilidad de obtener x objetos defectuosos de entre n seleccionados
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Considerando que en la urna hay un total de 10 objetos, 3 de los cuales son defectuosos, si de seleccionan 4 objetos al azar, ¿cuál es la probabilidad de que 2 sean defectuosos?
 

Solución:
 

N = 10 objetos en total
a = 3 objetos defectuosos
n = 4 objetos seleccionados en muestra
x = 2 objetos defectuosos deseados en la muestra
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donde:
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Como se observa en el desarrollo de la solución del problema, la pretensión es demostrar que las probabilidades asociadas a cada uno de los resultados no son constantes.

 

Luego la probabilidad de obtener 2 objetos defectuosos entre los 4 seleccionados al azar sería:
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Ejemplos:

1. Para evitar que lo descubran en la aduana, un viajero ha colocado 6 tabletas  de narcótico en una botella que contiene 9 píldoras de vitamina que son similares en apariencia. Si el oficial de la aduana selecciona 3 tabletas aleatoriamente para analizarlas, a) ¿Cuál es la probabilidad de que el viajero sea arrestado por posesión de narcóticos?, b) ¿Cuál es la probabilidad de que no sea arrestado por posesión de narcóticos?. 
 

Solución:

a) N = 9+6 =15 total de tabletas

a = 6 tabletas de narcótico

n = 3 tabletas seleccionadas

x = 0, 1, 2, o 3 tabletas de narcótico = variable que nos indica el número de tabletas de narcótico que se puede encontrar al seleccionar las 3 tabletas

 

p(viajero sea arrestado por posesión de narcóticos) = p(de que entre las 3 tabletas seleccionadas haya 1 o más tabletas de narcótico)
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otra forma de resolver;

 

p(el viajero sea arrestado por posesión de narcóticos) = 1 – p(de que entre las tabletas  seleccionadas no haya una sola de narcótico) 
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b) b)      p(no sea arrestado por posesión de narcóticos) 
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2. De un lote de 10 proyectiles, 4 se seleccionan al azar y se disparan. Si el lote contiene 3 proyectiles defectuosos que no explotarán, ¿cuál es la probabilidad de que , a) los 4 exploten?, b) al menos 2 no exploten? 
 

Solución:

a) N = 10 proyectiles en total

a = 7 proyectiles que explotan

n = 4 proyectiles seleccionados

x = 0, 1, 2, 3 o 4 proyectiles que explotan = variable que nos define el número de proyectiles que explotan entre la muestra que se dispara
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b)  N = 10 proyectiles en total

a = 3 proyectiles que no explotan

n = 4 proyectiles seleccionados 

x = 0, 1, 2 o 3 proyectiles que no explotan

 

p(al menos 2 no exploten) = p( 2 o más proyectiles no exploten) = p(x = 2 o 3; n=4) =
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3. a)¿Cuál es la probabilidad de que una mesera se rehúse a servir bebidas alcohólicas únicamente a dos menores de edad si verifica aleatoriamente solo 5 identificaciones de entre 9 estudiantes, de los cuales 4 no tienen la edad suficiente?, b) ¿Cúal es la probabilidad de que como máximo 2 de las identificaciones pertenezcan a menores de edad? 
Solución:

 

a) N = 9  total de estudiantes

a = 4 estudiantes menores de edad

n = 5 identificaciones seleccionadas

x = variable que nos define el número de identificaciones que pertenecen a personas menores de edad

x = 0, 1, 2,  3 o 4 identificaciones de personas menores de edad
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    b) N = 9 total de estudiantes

    a = 4 estudiantes menores de edad

    n = 5 identificaciones seleccionadas

    x = variable que nos define el número de identificaciones que pertenecen a personas menores de edad

    x = 0, 1, 2,  3 o 4 identificaciones de personas menores de edad
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4. Una compañía manufacturera utiliza un esquema para la aceptación de los artículos producidos antes de ser embarcados. El plan es de dos etapas. Se preparan cajas de 25 para embarque y se selecciona una muestra de 3 para verificar si tienen algún artículo defectuoso. Si se encuentra uno, la caja entera se regresa para verificarla al 100%. Si no se encuentra ningún artículo defectuoso, la caja se embarca. a)¿Cuál es la probabilidad de que se embarque una caja que tiene tres artículos defectuosos?, b)¿Cuál es la probabilidad de que una caja que contiene solo un artículo defectuoso se regresa para verificación?

DISTRIBUCIÓN  HIPERGEOMETRICA  GENERALIZADA.

 

Características:

a) a)      Al realizar un experimento con este tipo de distribución, se esperan más de dos tipos de resultados.

b) b)      Las probabilidades asociadas a cada uno de estos resultados no son constantes.

c) c)      Los ensayos o repeticiones del experimento no son independientes entre sí.

d) d)      El número de repeticiones del experimento n, es constante. 

 

Entonces en este caso se tienen más de dos tipos de objetos, por lo que la fórmula a utilizar sería:
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donde:

N = x + y + z = total de objetos

a = total de objetos del primer tipo

b = total de objetos del segundo tipo

c = N-a-b = total de objetos del tercer tipo

n = objetos seleccionados en la muestra

x = objetos del primer tipo en la muestra

y = objetos del segundo tipo en la muestra

z = n-x-y = objetos del tercer tipo en la muestra

 

Ejemplos:

1.En un lote de productos se tienen 20 productos sin defectos, 3 con defectos menores y 2 con defectos mayores, se seleccionan al azar 5 productos de este lote, determine la probabilidad de que a) 3 de los productos seleccionados no tengan defectos y 1 tenga defectos menores, b) 4 de los productos seleccionados no tengan defectos y 1 tenga defectos menores.

 

Solución:

a)N= 20+3+2 =25 total de artículos

a=20 productos sin defectos

b= 3 productos con defectos menores

N-a-b= 2 productos con defectos mayores

n= 5 productos seleccionados en la muestra

x = 3 productos sin defectos en la muestra = variable que nos define el # de productos sin defectos en la muestra

y = 1 producto con defectos menores en la muestra = variable que nos define el #  de productos con defectos menores en la muestra

z = n-x-y = 5-3-1 = 1 producto con defectos mayores en la muestra = variable que nos define el # de productos con defectos mayores en la muestra
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b)N= 25 

a=20 productos sin defectos

b= 3 productos con defectos menores

N-a-b= 2 productos con defectos mayores

n= 5 productos seleccionados en la muestra

x = 4 productos sin defectos en la muestra = variable que nos define el # de productos sin defectos en la muestra

y = 1 producto con defectos menores en la muestra = variable que nos define el #  de productos con defectos menores en la muestra

z = n-x-y = 5-4-1 = 0 productos con defectos mayores en la muestra = variable que nos define el # de productos con defectos mayores en la muestra
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3.Un club de estudiantes extranjeros tiene en sus listas a 2 canadienses, 3 japoneses, 5 italianos y 2 alemanes. Si se selecciona aleatoriamente un comité de 4 estudiantes, encuentre la probabilidad de que: a)estén representadas todas las nacionalidades, b)estén representadas todas las nacionalidades, excepto la italiana.

 

Solución:

a) N = 12 estudiantes

a = 2 Canadienses 

b = 3 Japoneses

c = 5 Italianos

N-a-b-c = 2 Alemanes

n = 4 estudiantes seleccionados para formar comité

x = 1 estudiante Canadiense en el comité seleccionado

y = 1 estudiante Japonés en el comité seleccionado

z = 1 estudiante Italiano en el comité seleccionado

n-x-y-z = 1 estudiante Alemán en el comité seleccionado
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b) N = 7 estudiantes quitando a los Italianos

a = 2 Canadienses 

b = 3 Japoneses

N-a-b = 2 Alemanes

n = 4 estudiantes seleccionados para formar comité

x = 1 o 2 estudiantes Canadienses en el comité seleccionado

y = 1 o 2 estudiantes Japoneses en el comité seleccionado

n-x-y= 1 o 2 estudiantes Alemanes en el comité seleccionado

p(estén representadas todas las nacionalidades, excepto la italiana) 
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DISTRIBUCIÓN HIPERGEOMETRICA
La distribución Binomial es importante en muestreos con reemplazo. 
Supongamos que queremos conocer el # de elementos defectuosos presentes en una muestra de ‘n’ elementos, extraídos de una urna que contiene ‘N’ elementos de los cuales ‘M’ están defectuosos. Si la extracción es con reemplazo entonces la probabilidad de escoger x elementos defectuosos tendrá un comportamiento Binomial, es decir:
	[image: image532.png]F(X:x):[:]«%)m - 1






Sin embargo, lo correcto en un caso como el de inspección, sería hacer la selección sin reemplazo, en cuyo caso en la 1ª. selección la probabilidad de que salga defectuoso es M/N, pero la segunda vez seria (M-1)/(N-1) ó M/(N-1) si antes salió defectuoso o no (# de casos favorables / # de casos posibles).
- Los casos posibles son [image: image533.png]


.
- En cuanto a los casos favorables se debe considerar lo siguiente:
Los x éxitos (defectuosos) pueden ser elegidos desde los M posibles de [image: image534.png](%)



formas diferentes y cada forma de estas es combinada con las formas diferentes de escoger ‘n-x’ elementos no defectuosos que son: [image: image535.png]


.
En consecuencia x éxitos y n-x fracasos pueden elegir de [image: image536.png](157



formas o maneras diferentes.
Luego, la probabilidad de escoger x elementos defectuosos en una muestra de n elementos sin reemplazo será: 
	[image: image537.png]





la cual da lugar a la distribución conocida como Hypergeométrica.
Esperanza matemática de la Hypergeométrica:
Supongamos que n elementos de la muestra son seleccionados desde los N de la población manera secuencial. Si definimos la VA: 
[image: image538.png]I exitoenlai- esima seleccidn
0 fracasoen lai- esima selece




Entonces, [image: image539.png]


, nos señala el # de elementos defectuosos de la muestra de n elementos.
Luego, [image: image540.png]BLT]=

S| Sam



y como E[Xi] = 1. p(Xi=1) + 0 . p(Xi=0) = p(Xi=1) = M/N, se tiene que:
E[ X ] = n . M/N
El calculo de la Varianza es problemático porque las Xi no son independientes y en consecuencia hay que considerar indicadores no considerados hasta ahora (Covarianzas). El resultado es:
	[image: image541.png]RM(N - )N -n)
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3.3.1 Muestra con reemplazo.

Muestreo con reemplazo: Es aquel en que un elemento puede ser seleccionado más de una vez en la muestra para ello se extrae un elemento de la población se observa y se devuelve a la población, por lo que de esta forma se pueden hacer infinitas extracciones de la población aun siendo esta finita.

http://www.monografias.com/trabajos12/muestam/muestam.shtml
· Muestreo con reemplazo: procedimiento de muestreo en el que los elementos se regresan a la población después de ser elegidos, de tal forma que algunos elementos de la población pueden aparecer en la muestra más de una vez. 

http://server2.southlink.com.ar/vap/inferencia.htm
3.3.2 Muestra sin reemplazo.

Muestreo sin reemplazo: No se devuelve los elementos extraídos a la población hasta que no se hallan extraídos todos los elementos de la población que conforman la muestra.
http://www.monografias.com/trabajos12/muestam/muestam.shtml
· Muestreo sin reemplazo: procedimiento de muestreo en el que los elementos no se regresan a la población después de ser elegidos, de tal forma que ningún elemento de la población puede aparecer en la muestra más de una vez. 
http://server2.southlink.com.ar/vap/inferencia.htm
3.4 Distribución de Poisson.

Distribución Poisson. 
Este modelo se llama así para honrar la memoria de otro gran probabilista y matemático. La v.a. de Poisson se refiere a sucesos en un intervalo de tiempo o en una área específica. El intervalo de tiempo puede ser de cualquier duración, un minuto, una hora, un día, un año. Algunos ejemplos de situaciones modeladas con el modelo de Poisson son: el número de fallas de una máquina en una semana, el número juegos de algún deporte pospuestos por lluvia en una temporada. 
Cuando se trata de superficies, los ejemplos son: el número de ratas en un terreno, el número de errores de mecanografía por página, el número de defectos por centímetro cuadrado. 
Para que una v.a. sea de Poisson, se requiere que se satisfagan 3 hipótesis (que suelen llamarse también postulados del proceso de Poisson). Usted puede consultar estos postulados en la página 136 de su texto. 
En los problemas que resolvemos en este curso, el hecho de que el modelo a utilizar sea el de Poisson, forma parte del enunciado del problema. 
La v.a. de Poisson tiene un solo parámetro que es mu = lambdat donde t es la longitud del intervalo o la superficie de la región y lambda es la tasa de ocurrencia de eventos por unidad de medida. 
La imagen de la v.a. de Poisson es {0, 1, 2, . . . } es decir todos los enteros no negativos. La función de probabilidad esta dada por: 
P(X = k) = exp(-µ)[µ(k) / k!]; k = 0, 1, 2, . . . 

La media y la varianza son: 

E(X) = µ, var(X) = µ. 

PROBLEMA. Si el promedio de llamadas por día hábil (de ocho horas) que se reciben en un banco es 96. ¿Cuál es la probabilidad de que en una hora se reciban exactamente 14? 
SOLUCION Aquí, µ = 12 y 
P(X = 14) = e(-12)[12(14) / 14!] = 0.0905 

En la misma situación ¿Cuál es la probabilidad de tener más de 16 llamadas en una hora? Ahora queremos: 

P(X > 16) = 1 - P(X <= 16) 

esta última probabilidad la leemos en la tabla de Poisson y tenemos: 

P(X > 16) = 1 - 0.8987 = 0.1013 

[Revise la tabla y asegúrese que la leí bien] 

PROBLEMA. Un mecanógrafo comete, en promedio, 2 errores por página. ¿Cuál es la probabilidad de que tenga más de 20 errores en un documento de 7 páginas? 
SOLUCION Aquí mu = 14 que es el número esperado de errores en el documento. La probabilidad buscada, usando la tabla es 
P(X > 20) = 1 - P(X <= 20) = 0.0479 

DISTRIBUCIÓN  DE  POISSON.

Características:

En este tipo de experimentos los éxitos buscados son expresados por unidad de área, tiempo, pieza, etc, etc,:
- # de defectos de una tela por m2
- # de aviones que aterrizan en un aeropuerto por día, hora, minuto, etc, etc.

- # de bacterias por cm2 de cultivo

- # de llamadas telefónicas a un conmutador por hora, minuto, etc, etc.

- # de llegadas de embarcaciones a  un puerto por día, mes, etc, etc.

Para determinar la probabilidad de que ocurran x éxitos por unidad de tiempo, área, o producto, la fórmula a utilizar sería:
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donde:

p(x, () = probabilidad de que ocurran x éxitos, cuando el número promedio de ocurrencia de ellos es (
( = media o promedio de éxitos por unidad de tiempo, área o producto

( = 2.718

x = variable que nos denota el número de éxitos que se desea que ocurra

 

Hay que hacer notar que en esta distribución el número de éxitos que ocurren por unidad de tiempo, área o producto es totalmente al azar y que cada intervalo de tiempo es independiente de otro intervalo dado, así como cada área es independiente de otra área dada y cada producto es independiente de otro producto dado.

 

 

 

Ejemplos:

1. Si un banco recibe en promedio 6 cheques sin fondo por día, ¿cuáles son las probabilidades de que reciba, a) cuatro cheques sin fondo en un día dado, b) 10 cheques sin fondos en cualquiera de dos días consecutivos? 
 

 

Solución:

a) a)      x = variable que nos define el número de cheques sin fondo que llegan al banco en un día cualquiera = 0, 1, 2, 3, ....., etc, etc.

( = 6 cheques sin fondo por día

( = 2.718
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b)

x= variable que nos define el número de cheques sin fondo que llegan al banco en dos días consecutivos = 0, 1, 2, 3, ......, etc., etc.
( = 6 x 2 = 12 cheques sin fondo en promedio que  llegan al banco en dos días consecutivos

Nota: ( siempre debe de estar en función de x siempre o dicho de otra forma, debe “hablar” de lo mismo que x.
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2. En la inspección de hojalata producida por un proceso electrolítico continuo, se identifican 0.2 imperfecciones en promedio por minuto. Determine las probabilidades de identificar a) una imperfección en 3 minutos, b) al menos dos imperfecciones en 5 minutos, c) cuando más una imperfección en 15 minutos. 
Solución:

a) a)      x = variable que nos define el número de imperfecciones en la hojalata por cada 3 minutos = 0, 1, 2, 3, ...., etc., etc.

( = 0.2 x 3 =0.6 imperfecciones en promedio por cada 3 minutos en la hojalata
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b) b)      x = variable que nos define el número de imperfecciones en la hojalata por cada 5 minutos = 0, 1, 2, 3, ...., etc., etc.

( = 0.2 x 5 =1 imperfección en promedio por cada 5 minutos en la hojalata
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                 =1-(0.367918+0.367918) = 0.26416

 

c) c)      x = variable que nos define el número de imperfecciones en la hojalata por cada 15 minutos = 0, 1, 2, 3, ....., etc., etc.

( = 0.2 x 15 = 3 imperfecciones en promedio por cada 15 minutos en la hojalata

 

           [image: image547.wmf]=

+

=

=

=

+

=

=

=

=

=

-

-

!

)

.

(

)

(

!

)

.

(

)

(

)

,

x

(

p

)

,

x

(

p

)

,

,

x

(

p

1

718

2

3

0

718

2

3

3

1

3

0

3

1

0

3

1

3

0

l

l

l


 

                                                                                                                  = 0.0498026 + 0.149408 = 0.1992106
En estadística la distribución de Poisson es una distribución de probabilidad discreta con un parámetro λ < 0 cuya función de masa para sucesos [image: image548.png]


es

[image: image549.png]



Aquí e significa el número e y x! significa el factorial de x.

La distribución de Poisson describe el número de sucesos en una unidad de tiempo de un proceso de Poisson. Muchos fenómenos se modelan como un proceso de Poisson, por ejemplo las llamadas en una empresa o los accidentes en una carrera.

El valor esperado y la varianza de una variable aleatoria X de distribución Poisson son

E[X] = V[X] = λ 

La Distribución de Poisson se llama así en honor a Simeón Dennis Poisson (1781-1840), francés que desarrolló esta distribución basándose en estudios efectuados en la última parte de su vida.
  
La distribución de Poisson se emplea para describir varios procesos, entre otros la distribución de las llamadas telefónicas que llagan a un conmutador, la demanda (necesidades) de servicios en una institución asistencial por parte de los pacientes, los arribos de los camiones y automóviles a la caseta de cobro y el número de accidentes en un cruce. Los ejemplos citados tienen un elemento en común, pueden ser descritos por una variable aleatoria discreta que asume valores enteros (0,1,2,3,4,5 y así sucesivamente).
 

El número de enfermos que llegan a un consultorio en cierto intervalo de tiempo será de 0,1,2,3,4,5 o algún otro número entero. De manera análoga, si se cuenta el número de automóviles que llegan a una caseta de cobro durante un periodo de diez minutos, el número será entero.
  
Características de los procesos que producen una distribución de la probabilidad de Poisson.
  
El número de vehículos que pasan por una caseta de cobro en las horas de mayor tráfico sirve como ejemplo para mostrar las características de una distribución de probabilidad de Poisson.
  
El promedio (media) de los arribos de vehículos por hora de gran tráfico puede estimarse a partir de los datos anteriores del tráfico.
  
Si dividimos las horas de gran tráfico en periodos (intervalos) de un segundo cada uno, encontraremos que los siguientes enunciados son verdaderos:
  
a) La probabilidad de que exactamente un vehículo llegue por segundo a una caseta individual es un número muy pequeño y es constante para que cada intervalo de un segundo.
b) La probabilidad de que dos o más vehículos lleguen en un intervalo de un segundo es tan reducida que podemos asignarle un valor cero.
c) El número de vehículos que llegan en determinado intervalo de un segundo es independiente del momento en que el intervalo de un segundo ocurre durante la hora de gran tráfico.
d) El número de llegadas en cualquier intervalo de un segundo no depende del número de arribos de cualquier otro intervalo de un segundo.
  
Ahora bien, podemos generalizar partiendo de las cuatro condiciones que hemos descrito en este ejemplo, si estas condiciones se cumplen nos apoyaremos en una distribución de probabilidad de Poisson para describirlos.
  
Cálculo de probabilidades mediante la distribución  de Poisson.
  
La distribución de Poisson, según hemos señalado, se refiere a ciertos procesos que pueden ser descritos con una variable aleatoria discreta. La letra X suele representar esa variable y puede además asumir valores enteros (0,1,2,3 etc..) . Utilizamos la letra  X mayúscula para representar la variable aleatoria y la x minúscula para designar un valor específico que puede asumir la X mayúscula. La probabilidad de exactamente x ocurrencias en una distribución de Poisson se calcula mediante la fórmula:
  
P(x) = ( x * e-(  / x!
  
( x = Lambda
(número medio de ocurrencias por intervalo de tiempo) elevada a la potencia x.
  
 e-( = e= 2.71828 elevado a la potencia de lambda negativa.
  
 x! = x factorial.
  
Ejemplo :
Supóngase que estamos investigando la seguridad de un crucero muy peligroso. Los archivos de la policía indican una media de cinco accidentes por mes en él. El número de accidentes está distribuido conforme a la distribución de Poisson, y la división de seguridad en carreteras quiere calcular la probabilidad de exactamente 0,1,2,3 y 4 accidentes en un mes determinado.
  
Aplicando la fórmula anterior:
  
P(0) = (5)0 (e-5) /0! = 0.00674
  
P(1) = (5)1 (e-5) /1! = 0.03370
  
P(2) = (5)2 (e-5) /2! = 0.08425
  
P(3) = (5)3 (e-5) /3! = 0.14042
  
P(4) = (5)4 (e-5) /4! = 0.17552
  
Para saber cual es la probabilidad en 3 o menos, sumaremos las probabilidades de 0,1,2,3 lo que será igual a :
P(0) = 0.00674 
P(1) = 0.03370 
P(2) = 0.08425 
P(3) = 0.14042 
 P(3 o menos) = 0.26511
  
Dado que la probabilidad de que haya 3 o menos accidentes es de 0.26511 entonces la probabilidad de que ocurran más de tres debe ser = 1 –0.26511 = 0.73489.
  
La distribución de Poisson como una aproximación a la distribución binomial.
  
Algunas veces, si se desea evitar el tedioso trabajo de calcular las distribuciones binomiales, se puede usar a cambio la de Poisson, pero debe cumplir con ciertas condiciones como :
  
n=>20
p=<0.05
  
En los casos en que se satisfacen tales condiciones, podemos sustituir la media de la distribución binomial en lugar de la media de la distribución de Poisson de modo que la fórmula quedaría así:
  
P(x) = (np) X * e-np /x! 

Aproximación de la binomial por la Poisson. 
Una aplicación muy importante de la probabilidad de Poisson se da para aproximar la binomial. Esta aproximación funciona bajo las siguientes circunstancias. 
· La variable aleatoria X cuyas probabilidades se quieren es binomial. 

· La n es muy grande (n >= 20) y 

· La p es muy pequeña (p <= 0.05). 

· De modo que, aproximadamente np < 5 
En estas condiciones: 
P(X = k) aproximadamente es exp(-µ)[µ(k) / k!]

donde µ = np 
EJEMPLO. En una cierta comunidad la probabilidad de que una persona infectada por neumonía muera es 0.002. ¿Cuál es la probabilidad de que mueran a lo más 5 de las siguientes 2000 personas infectadas? 
SOLUCION Aquí se dan las condiciones para la aproximación: n= 2000 y p = 0.002 de modo que mu = 4 y la probabilidad pedida se obtiene de la tabla como 
P(X >= 5) aproximadamente es 0.7851

EJEMPLO. En situaciones de muestreo sin reemplazo en que la muestra es un porcentaje considerable de la población. Como ejemplo, de un lote de 40 artículos se seleccionan al azar 4 para probarlos y si fallan la prueba más de 2 se rechaza el lote completo. ¿Cuál es la probabilidad de rechazar un lote que tenga 8 defectuosos? 
SOLUCION Dado que el muestreo se hace sin reemplazo y la fracción de muestreo es grande (10%) tenemos una v.a. hipergeométrica. Los parámetros son: N=40, k=8, n=4, X es el número de defectuosos en la muestra y queremos la probabilidad 
P(X > 2) = P(X=3) + P(X=4) = 1792/91390 + 70/91390 = 0.0204

ésta es la probabilidad de rechazar un lote con 25% de defectuosos y es muy baja. Para mejorar el proceso de selección, los ingenieros deciden rechazar el lote cuando haya 2 o más defectuosos. ¿Cuál es la probabilidad de rechazar un lote que tenga 8 defectuosos? Los parámetros permanecen iguales lo que cambia es la probabilidad, ahora es 
P(X >= 2) = P(X=2) + P(X>2) = 0.1520 + 0.0204 = 0.1724

Con esta nueva política de rechazar el lote cuando sean 2 o más, ¿cuál es la probabilidad de rechazar un lote con 6 defectuosos? Los parámetros son, ahora, N=40, k=6, n=4 y queremos la probabilidad: 
Con esta nueva política de rechazar el lote cuando sean 2 o más, ¿cuál es la probabilidad de rechazar un lote con 6 defectuosos? Los parámetros son, ahora, N=40, k=6, n=4 y queremos la probabilidad: 
P(X > 10) = 1 - [P(X=0) + P(X=1)]

          = 1 - [46376/ 91390 + 35904/ 91390]


  = 0.0997 

EJEMPLO. En el salón de tercer año de una escuela hay 35 alumnos, de los cuales 10 son niñas y 25 niños. Se nombra un comité de 7 alumnos que represente al salón. La selección se hace al azar. ¿Qué probabilidad hay de que en el comité haya mayoría de niñas? 
SOLUCION En esta situación se cumplen las hipótesis de una hipergeométrica. Los parámetros son: N=35, k=10, n=7, X es el número de niñas en el comité. La probabilidad pedida es: 
P(X > 3) = P(X=4) + P(X=5) + P(X=6) + P(X=7) 

         = 0.0839 

3.5 Esperanza matemática.

Valor esperado o esperanza matemática 

Sea X una v.a. discreta. Se denomina esperanza matemática de X o valor esperado, y se denota bien [image: image550.png]ElX]



o bien [image: image551.png]


, a la cantidad que se expresa como: 
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donde [image: image553.png]


es el conjunto numerable de índices de los valores que puede tomar la variable (por ejemplo [image: image554.png]I={1,2,...,k}



para un número finito de valores de la v.a. o bien [image: image555.png]


para una cantidad infinita numerable de los mismos. 

Si X es una v.a. continua, se define su esperanza a partir de la función de densidad como sigue: 
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Observación 

Recordamos que si 

[image: image557.png]X:E—R
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y por tanto tiene sentido calcular su esperanza matemática: 
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Por las analogías existente entre la definición de media aritmética y esperanza matemática, las propiedades de linealidad de la primera se trasladan a la segunda, como es inmediato comprobar: 

 [image: image559.png]Ela+b-X] =a+b-B[X]
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http://ftp.medprev.uma.es/libro/node61.htm
En estadística el valor esperado o esperanza matemática (o simplemente esperanza) de una variable aleatoria es la suma de la probabilidad de cada succeso multiplicado por su valor. Por ejemplo en un juego de azar el valor esperado es el medio beneficio.

Si todos los succesos son de igual probabilidad la esperanza es la media aritmética.


Definición
Para una variable aleatoria discreta con valores posibles [image: image561]y sus probabilidades dado de la función de masa p(xi) la esperanza se calcula con

[image: image562]
Para una variable aleatoria continua la esperanza se calcula mediante el integral de todos valores y la función de densidad p(x):

[image: image563]
Las esperanzas E[Xk] para k = 0,1,2... se llaman momentos de orden k. Más importante son los momentos centrados E[(X - E[X])k].

No todos variables aleatorias tienen un valor esperado (por ejemplo la distribución de Cauchy).

El valor esperado es una función linear. Por eso

E[aX + b] = aE[X] + b 

http://100cia.com/enciclopedia/Esperanza_matem%E1tica
3.5.1 Medida de una variable aleatoria.

3.5.2 Valor esperado.

Valor esperado y momentos. 
VALOR ESPERADO 
El valor promedio de una variable aleatoria después de un número grande experimentos, es su valor esperado o esperanza matemática. la cuál está dado por: 
E(X) = suma de x hasta X, x p(x)

la cuál tiene las siguientes características; 
· Esta es un número fijo 

· Es una propiedad de la distribución de probabilidad 

· Puede no existir dependiendo de si la correspondiente suma no converge en un valor finito. 
EJEMPLO Si la variable aleatoria X representa la suma de las caras de dos dados cuando éstos se lanzan, demostrar que el valor esperado de X es siete 
SOLUCION 
E(X) = suma de 2 hasta 12 x p(x) = (2)(1/36) + (3)(2/36) + ... + (12)(1/36) = 7. 

MOMENTOS 
Los momentos de una variable aleatoria X son los valores esperados de ciertas funciones de X. Estos forman una colección de medidas descriptivas que pueden emplearse para caracterizar la distribución de probabilidad de X y especificarla si conocemos todos lo momentos de X. 
Los momentos de X generalmente se definen alrededor del cero o del valor esperado X. 
El r-ésimo mometo de X alrededor del cero se define por: 
µ´r = E(Xr) = suma de x, x^r p(x)

por lo que el primer momento alrededor del cero es la media o valor esperado, E(X1)=E(X) 
El r-ésimo mometo alrededor de la media de X se define por: 
µ r = E(X-µ)^r = suma de x, (x-µ)^r p(x)

por lo que el primer momento central de cualquier variable aleatoria es cero dado que: 
µ1 = E(X-µ) = E(X) - µ = 0

y el segundo momento central es: 
µ2 = E(X-µ)^2 = µ´2 - µ2

el cuál también se le conoce como varianza. 
El tercer mometo central, 
µ3 = E(X-µ)^3 = µ´3 -3 µ µ´2 + 2 µ3

está relacionado con la asimetría de la distribución de probabilidad de X. 
Una medida más apropiada de la asimetría, es el tercer momento estandarizado, dado por; 
alfa3 = µ3/(µ2)^1.5,

que recibe el nombre de coeficiente de asimetría. 
El cuarto momento central, 
µ4 = E(X-µ)^4 = µ´4 - 4 µ µ´3 + 6 µ^2 µ´2 - 3 µ^4,

es una medida de qué tan puntiaguda es la distribución de probabilidad y recibe el nombre de curtosis. 
Al igual que para el tercer momento, es preferible emplear el cuarto momento estandarizado, 
alfa4 = µ4/µ2^2.

Los momentos estandarizados tercero y cuarto, también se conocen como los factores de forma primero y segundo, respectivamente, de la distribución de probabilidad debido a que, en gran medida, determinan la forma de la distribución de probabilidad. 
EJEMPLO Dos vendedores de seguros de vida, A y B, visitan de 8 a 12 clientes potenciales por semana, respectivamente. Sean X y Y dos variables aleatorias que representen el número de seguros vendidos por A y B. Con base en una gran información pasada, las probabilidades para lo valores de X y Y son las siguientes: 


x      0     1     2     3     4     5     6     7    8



p(x)  0.02  0.09  0.21  0.28  0.23  0.12  0.04  0.01  0



y      0     1     2     3     4     5     6     7   8  9  10  11  12



p(y)  0.06  0.21  0.28  0.24  0.13  0.05  0.02  0.01 0  0  0   0   0

Compara y contrastar las distribuciones de probabilidad de X y Y empleando sus medias, varianzas y factores de forma. 
SOLUCION 
Los primeros cuatro momentos de X alrededor del cero son: 



  µ(X) =    (0)(0.2) +  (1)(0.09)  + ... + (8)(0)   = 3.18


        µ´2(X) = (0)^2(0.02) + (1)^2(0.09) + ... + (8)^2(0) = 12.06



        µ´3(X) = (0)^3(0.02) + (1)^3(0.09) + ... + (8)^3(0) = 51.12



        µ´4(X) = (0)^4(0.02) + (1)^4(0.09) + ... + (8)^4(0) = 235.86


Para calcular los primeros dos factores de forma requerimos de las medias, que a continuación se calculan: 




µ2(X) = µ´2 - µ^2 



              = 12.06 - (3.18)^2



              = 1.95




µ3(X) = µ´3 -3 µ µ´2 + 2 µ3



              = 51.12 - 3(3.18)(12.06) + 2(3.18)^3



              = 0.3825




µ4(X) = µ´4 - 4 µ µ´3 + 6 µ^2 µ´2 - 3 µ^4




      = 235.86 - 4(3.18)(51.12) + 6(3.18)^2(12.06) - 3(3.18)^4



              = 10.565

Calculando finalmente los factores de forma, tenemos: 




alfa3(X) = µ3/(µ2)^1.5



                 = 0.3825 / (1.95)^1.5




         = 0.1405




alfa4(X) = µ4/µ2^2




         = 10.565 / (1.95)^2



                 = 2.78.

Ahora para la variable Y procedemos de la misma forma y obtenemos lo siguiente: 




  µ(Y) = 2.45        µ´2(Y) = 8.03




        µ´3(Y) = 31.25       µ´4(Y) = 138.59




         µ2(Y) = 2.03         µ3(Y) = 1.6418




 µ4(Y) = 13.4504     




alfa3(X) =0.5676   alfa4(X) = 3.26.

A primera vista, parece existir muy poca diferente entre las distribuciones de X y Y con respecto a la media y la varianza, pero la distribución de Y tiene un sesgo positivo más grande que la de X. 

Además, la distribución de X es platicúrtica (alfa4<3), mientras que la de Y es leptocúrtica (alfa4>3). 

3.6 Propiedades de la curva Binomial.

3.6.1 Propiedades geométricas.

3.6.2 Parámetros.

3.7 Distribución normal.

Distribución normal. 
La Normal Estándar 
El modelo normal estándar es el de una variable aleatoria continua cuya imagen son todos los números reales. 
La densidad de la normal estándar es: 
f(z) = (2*)-1/2exp(-z2 / 2)

Esta función no tiene una integral elemental de modo que se requiere una tabla especial para conocer los valores de la probabilidad de una variable normal. La tabla da probabilidades para 
F(t) = P(Z < t) 

La variable aleatoria normal estándar tiene propiedades importantes: 
· La probabilidad está concentrada cerca de cero. Se puede ver, usando la tabla, que la probabilidad de un intervalo cercano a cero es mayor que la de un intervalo del mismo ancho pero alejado de cero. En el salón hacemos varios ejercicios de cálculo de probabilidades que nos convencen de este hecho. 

· La probabilidad está simétricamente distribuida alrededor del cero. Haciendo cuentas con la misma tabla se ve que la F(a) + F(-a) = 1, para cualquier valor de a. Esto nos lleva a concluir la simetría de la distribución. 

· Para algunos cálculos de probabilidad de una normal es conveniente considerar el eje real partido en cuatro pedazos, 

1. antes de -a, 

2. entre -a y 0, 

3. entre 0 y a, 

4. después de a. 

Las probabilidades de (1) y (4) son iguales; las de (2) y (4) son iguales; las de (1) y (2) sumadas dan 0.5; las de (3) y (4) suman 0.5. 
Use la tabla para calcular: P(Z < 1.45), P(Z > -0.92), P(-0.53 < Z < 1.23). En la tarea tiene Ud. muchos ejercicios más de cálculo de diferentes probabilidades en el modelo normal. 
Esta variable aleatoria, debido a la forma de la densidad, tiene un valor central (el cero) que ``atrae'' los valores. La unidad de medida de esta variable es el uno. 
Usos de la normal. La normal no estándar 
En los casos en que este modelo se usa, generalmente: 
· el valor central o promedio vale mu (distinto de cero) 

· la unidad de medida o desviación estándar es sigma (distinta de uno). 
Para calcular en este caso no estándar, es preciso hacer una transformación que se llama estandarización. Esta estandarización es un codificación de los valores. 
La fórmula para estandarizar es: 
Z = (X - mu) / sigma 

La forma de usar esta codificación la ejemplificamos a continuación: 
PROBLEMA Calcular el valor aproximado de f(4), para una n=8 y p=0.5. 
SOLUCION 

f(4) = p(3.5 < x < 4.5) = p((3.5-µ)/ð<Z< ="p(-.35" font +.35)=".2737" z ð)="p((3.5-4)/2<z

Esta distribución es frecuentemente utilizada en las aplicaciones estadísticas. Su propio nombre indica su extendida utilización, justificada por la frecuencia o normalidad con la que ciertos fenómenos tienden a parecerse en su comportamiento a esta distribución.

Muchas variables aleatorias continuas presentan una función de densidad cuya gráfica tiene forma de campana.

En otras ocasiones, al considerar distribuciones binomiales, tipo B(n,p), para un mismo valor de  p  y valores de  n  cada vez mayores, se ve que sus polígonos de frecuencias se aproximan a una curva en "forma de campana".

En resumen, la importancia de la distribución normal se debe principalmente a que hay muchas variables asociadas a fenómenos naturales que siguen el modelo de la normal

· Caracteres morfológicos de individuos (personas, animales, plantas,...) de una especie, p.ejm. tallas, pesos, envergaduras, diámetros, perímetros,... 

· Caracteres fisiológicos, por ejemplo: efecto de una misma dosis de un fármaco, o de una misma cantidad de abono. 

· Caracteres sociológicos, por ejemplo: consumo de cierto producto por un mismo grupo de individuos, puntuaciones de examen. 

· Caracteres psicológicos, por ejemplo: cociente intelectual, grado de adaptación a un medio,... 

· Errores cometidos al medir ciertas magnitudes. 

· Valores estadísticos muestrales, por ejemplo : la media. 

· Otras distribuciones como la binomial o la de Poisson son aproximaciones normales, ... 

Y en general cualquier característica que se obtenga como suma de muchos factores. 

1. DISTRIBUCIÓN NORMAL. 
 

Características:

 

a) a)      Es generada por una variable de tipo continuo, denominada x;

                                     -(( x ( (
b) b)      La función que nos define esta distribución es:
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 Al dar a la función los valores de ( , (2 y valores a x, obtendremos la      distribución en cuestión, la que tiene forma de campana, por lo que también se le conoce como campana de Gauss. Hay un número infinito de funciones de densidad Normal, una para cada combinación de ( y (. La media ( mide la ubicación de la distribución y la desviación estándar ( mide su dispersión.
                  c)   Es simétrica con respecto a su eje vertical.

d)  Es asintótica con respecto a su eje horizontal; esto quiere decir que jamás va a tocar el eje de las equis.

e)   El área total bajo la curva es 1.

f)   Sí sumamos a  ( ( (, se observará que aproximadamente el 68.26% de los       datos se encuentran bajo la curva,  si sumamos a ( ( 2(, el 95.44% de los datos estará entre esos límites y si sumamos a ( ( 3(, entonces el 99.74% de los datos caerá dentro de esos límites. Esta característica es a la vez una forma empírica y rápida de demostrar si los datos que se analizan tienen una distribución Normal; ya que para trabajar los datos con esta distribución, debe verificarse que efectivamente así se distribuyen, ya que de no hacerlo, las decisiones que en un momento dado se tomarán de un análisis de los datos con la distribución Normal, serían erróneas.

 

¿Cómo se determinan probabilidades con la distribución Normal?

De acuerdo a como se trataron las distribuciones de probabilidad continuas en la unidad III, lo más lógico es que la función f(x, (, (2), se integre entre los límites de la variable x; esto es,
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La integral anterior nos daría el área bajo la curva de la función, desde a hasta b, que corresponde o es igual a la probabilidad buscada.
Debido a la dificultad que se presenta para integrar esta función cada vez que sea necesario, lo que se hace es tipificar el valor de la variable x, esto es, x se transforma en un valor de z, de la siguiente manera:
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Este valor de z es buscado en una tabla donde vienen áreas asociadas a este valor, y haciendo uso de los valores tabulados, se determina la probabilidad requerida. La tabla que es usada para calcular las probabilidades es la que nos dá el área que se muestra a continuación:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejemplos:

1. 1.      El acero que se utiliza para tuberías de agua a menudo se recubre internamente con un mortero de cemento para evitar la corrosión. En un estudio de los recubrimientos de mortero de una tubería empleada en un proyecto de transmisión de agua en California (Transportation Engineering Journal, Noviembre de 1979) se especificó un espesor de 7/16 pulgadas para el mortero. Un gran número de mediciones de espesor dieron una media de 0.635 pulgadas y  una desviación estándar de 0.082 pulgadas. Sí las mediciones de espesor, tenían una distribución Normal, ¿qué porcentaje aproximado fue inferior a 7/16 de pulgada?

 
Solución:

x = variable que nos define el espesor del mortero en pulgadas
( = 0.635 pulgadas
( = 0.082 pulgadas
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p(z = -2.41) = 0.492

 
p(x ( 7/16 pulgadas) = 0.5- p(z = -2.41) = 0.5-0.492 = 0.008

 
Por tanto, 0.008 x 100% = 0.8% de los recubrimientos de mortero tienen un espesor menor de 7/16 pulgadas 
 
2. 2.      Un tubo fluorescente estándar tiene una duración distribuida Normalmente, con una media de 7,000 horas y una desviación estándar de 1,000 horas. Un competidor ha inventado un sistema de iluminación fluorescente compacto que se puede insertar en los receptáculos de lámparas incandescentes. El competidor asegura que el nuevo tubo compacto tiene una duración distribuida Normalmente con una media de 7,500 horas y una desviación estándar de 1,200 horas. a. ¿Cuál tubo fluorescente tiene mayor probabilidad de tener una duración mayor de 9,000 horas? b. ¿Cuál tubo tiene mayor probabilidad de tener una duración de menos de 5,000 horas?
 

Solución:

a) Tubo 1

X1 = variable que nos define la duración en horas de un tubo fluorescente

( = 7,000 horas

( = 1,000 horas

 

 

 

Tubo 2

X2 = variable que nos define la duración del tubo fluorescente del competidor

( = 7,500 horas

( = 1,200 horas
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                                    p(z1 = 2.00) = 0.4772

 

p(x1 ( 9,000 horas) = 0.5 – p(z1 = 2.00) = 0.5 – 0.4772 =  0.0228
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p(z2 = 1.25) = 0.3944

 

p(x2 ( 9,000 horas) = 0.5 – p(z2 = 1.25) = 0.5 –0.3944 = 0.1056

 

Por tanto el tubo fluorescente del competidor tiene una probabilidad mayor de durar más de 9,000 horas.

 

 

b) 
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p(z1 = -2.00) = 0.4772




 

p(x1 ( 5,000 horas) = 0.5 – p(z1 = -2.00) = 0.5 – 0.4772 = 0.0228
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p(z2 = -2.08) = 0.4812

 

p(x2 ( 5,000 horas) = 0.5 – p(z2 = - 2.08) = 0.5 – 0.4812 =  0.0188

 

Por tanto, el tubo fluorescente que tiene una mayor probabilidad de durar menos de 5,000 horas es el del primer fabricante.

 

 

3. 3.      La distribución de la demanda (en número de unidades por unidad de tiempo) de un producto a menudo puede aproximarse con una distribución de probabilidad Normal. Por ejemplo, una compañía de comunicación por cable ha determinado que el número de interruptores terminales de botón solicitados diariamente tiene una distribución Normal, con una media de 200 y una desviación estándar de 50.

a) a)      ¿En qué porcentaje de los días la demanda será de menos de 90 interruptores?

b) b)      ¿En qué porcentaje de los días la demanda estará entre 225 y 275 interruptores?

c) c)      Con base en consideraciones de costos, la compañía ha determinado que su mejor estrategia consiste en producir una cantidad de interruptores suficiente para atender plenamente la demanda en 94% de todos los días. ¿Cuantos interruptores terminales deberá producir la compañía cada día?

 

Solución:

a) X = variable que nos indica el número de interruptores demandados por día a una compañía de cable

 

( = 200 interruptores por día

( = 50 interruptores por día
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p(z = - 2.20) = 0.4861

 

p(x ( 90) = 0.5 – p(z = -2.20) = 0.5 – 0.4861 = 0.0139

Por tanto, 0.0139 x 100% = 1.39% de los días se tendrá una demanda  menor de 90 interruptores.
 

 

 

b)
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p(z1= 0.50) = 0.1915
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p(z2 = 1.50) = 0.4332

 

 

p(225( x ( 275) = p(z2) – p(z1) = 0.4332 – 0.1915 = 0.2417 

 

Por tanto, 0.2417 x 100% = 24.17% de los días se tendrá una demanda entre 225 y 275 interruptores.

 

 

c) c)      En este caso se trata de determinar que valor toma x cuando se pretende cumplir con el 94% de la demanda de todos los días.

 

Por tanto despejaremos de la fórmula de z;
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x = ( + z(p = 0.44)( = 200 + z(p = 0.44)(50) =

= 200 + (1.55)(50) = 277.5 ( 278 interruptores
terminales por día

 

¿cómo se obtiene el valor de z?

 

En la tabla buscamos la z que corresponde a una probabilidad de 0.44 y nos damos cuenta de que no existe un valor exacto de 0.44 por lo que tomamos los valores de área más cercanos; luego,

 

z(p = 0.4394) = 1.50;    

z(p = 0.4406) = 1.60

 

Por tanto si interpolamos, encontramos que el valor de z  para una probabilidad de 0.44 es de 1.55, y es el valor que se sustituye en la ecuación.

 

 

¿Cuál es la razón de usar un área de 0.44 en lugar de una de 0.94 para buscar en la tabla el valor de z?

 

Es muy simple, la tabla que estamos usando es una tabla que solo trabaja con áreas que son definidas de la media hasta el valor de x y x puede estar tanto del lado derecho de la media, como del lado izquierdo de la media, es por esto que el área a utilizar es de 0.44 que se encuentra al lado derecho de la media.

La Distribución Normal o de Gauss-Laplace es la distribución de probabilidad más importante, pues muchos procesos de medición sin errores sistemáticos se aproximan a ella.

La función de densidad de una distribución normal es la siguiente:

1 1

f(x)= ððððð exp[ - ðððð (x - ð)2 ]

_____

σð 2 ð 2 σ2

La función depende de dos parámetros, de la media µ (que es también la moda y la mediana) y de la desviación típica σ . Cuando una variable sigue esta función de densidad es N (µ, σ).

Si la variable normal tiene media µ = 0 y desviación típica σ = 1 se denomina "normal estándar" N(0,1) 

Para transformar una variable aleatoria normal "x" en una variable normal estándar "z", se realiza mediante la expresión:

x-ð

z = ððð

σ

La distribución normal tiene como coeficiente de apuntamiento el valor 3, el cual se toma de referencia para juzgar otras distribuciones.

3.7.1 Distribución de la probabilidad continua.

3.7.2 Ecuación de la normal.

3.7.3 Gráficas.

3.7.4 Tablas.

3.7.5 Aplicaciones

3.8 Aproximación de la binomial a la normal.

Aproximación de la binomial a la normal. 
Una aplicación muy importante de la distribución normal se da para aproximar la binomial. Esta aproximación será conveniente siempre y cuando: 
· n -> infinito, ó 

· p -> 0.5 aun cuando n sea pequeño, ó 

· p <0.5 y np > 5, ó 

· p > 0.5 y nq > 5. 
En estas condiciones : 
1. P(X=k) = p ( (k-0.5-np)/raiz(npq) < z < (k+0.5-np)/raiz(npq)) 

2. P(X>=k) = p (z > (k-0.5-np)/raiz(npq)) 

3. p(X<=k) = p (z < (k+0.5-np)/raiz(npq)) 

4. p(X >K ) = P (Z > (k+0.5-np)/raiz(npq)) 

5. p(X< li ="p" raiz(npq)) (k-0.5-np) (z> 
PROBLEMA Un fabricante sabe por experiencia que 4% de su producto es rechazado por defectos. Un nuevo lote de 800 unidades se van a inspeccionar, ¿ Cuál es la probabilidad aproximada de que menos de 35 unidades sean rechazadas ? 
SOLUCION 
p(X < K ) = P (Z < (k-0.5-np)/raiz(npq))

p(X < 35) = P (Z < (34.5-32)/5.54)

          = P (Z < 0.45 )

          = 0.6527

3.9 Otras distribuciones muestrales.

3.9.1 Distribución T-student.

La Distribución "t" de Student es una distribución continua que se define por la siguiente expresión:

x

tn = ðððð

______

ðx2n /n

Correspondiendo x2n a la igualdad: x2n = x21 + x22 +...+ x2n, siendo "x" una variable aleatoria normal estándar y "n" los grados de libertad.

La distribución "t" de Student puede tomar valores negativos, pero, en general, sólo interesa su magnitud y no su signo.

Es una distribución simétrica y con mayor dispersión que la distribución normal. No obstante, cuando "n" es igual o mayor que 100, la distribución "t" es igual a la normal.

Su media y su varianza son respectivamente:

- media: µ = 0

- varianza: σ 2 = n / n+2, para n >> 2

Su función de densidad es:

1 ð((n + 1 )/2) ð X2 ð -(n+1)/2 

f(x) = ððð ðððððððð 1 + ðð 

____ ð n ð

ð ð n ð(n/2) 

Siendo ð la distribución gamma, que es una distribución particular de media y varianza iguales.

http://html.rincondelvago.com/estadistica_27.html
3.9.2 Distribución X cuadrada.

La distribución x2 de Pearson es una distribución continua, y representa la distribución de una distancia. Se define la variable x2 con "n" grados de libertad, de la siguiente manera:

X2 = Z12 + Z22 + .... + Zn2

Siendo Zi2 variables aleatorias normales (0,1) e independientes.

La variable aleatoria x2 no puede ser nunca negativa, debido a que es una suma de cuadrados.

Su media y su varianza son respectivamente:

- media: µ = n

- varianza: σ2 = 2n

Es una distribución asimétrica.

Su función de densidad es:

1

f(x)= ðððððð x(n/2)-1 e-x/2 ≥ x 0

2(n/2) ð(n/2)

http://html.rincondelvago.com/estadistica_27.html
3.9.3 Distribución F.

3.9.4 CPU..

Unidad 4. Estadística aplicada.

4.1 Inferencia estadística.

4.1.1 Concepto.

La inferencia estadística es el proceso de utilizar los resultados de una muestra para estimar o sacar conclusiones en cuanto a las características o parámetros de la población.

Desde un punto de vista práctico, es frecuentemente más importante el poder inferir información sobre una población mediante muestras extraídas de ella. Tales problemas son los tratados en la inferencia estadística, basándose en la teoría del muestreo.

En la deducción o inferencia estadística se hacen generalizaciones con base en muestras y, tradicionalmente, estas deducciones se han dividido en problemas de estimacion y y problemas de prueba de hipotesis.
4.1.2 Estimación.
ESTIMACION
Asignación de un valor numérico a un parámetro de una población sobre la base de datos de muestras.

4.1.3 Prueba de hipótesis.

PRUEBA DE HIPOTESIS
Aceptación o rechazo de suposiciones concernientes a los parámetros o la forma de una población o poblaciones.

Los problemas de estimación se encuentran en todas partes (en la ciencia, en los negocios y hasta en la propia vida cotidiana). En la ciencia un ingeniero puede desear determinar la cantidad convertida de una reacción dada y en la vida cotidiana, quizá deseemos saber cuánto tiempo nos tomará en promedio vestirnos para asistir a clases.

Todos estos problemas son problemas de estimación pero hubiesen sido demostraciones de hipótesis si el ingeniero hubiera deseado verificar la cantidad convertidad de la reacción con los datos obtenidos por otro científico que indica que la cantidad convertida de la reacción es de 500 gramos o si se hubiese deseado verificar si en realidad sólo se requieren de 10 minutos para vestirse para asistir a clases.

4.1.4 Método clásico de estimación (puntual).
En esencia, la estimación puntual se refiere a la elección de un estadístico, es decir una estimación puntual utiliza un solo valor de la muestra para estimar el parámetro de la población implicada respecto al cual tenemos alguna esperanza o seguridad de que esté "razonablemente cerca" del parámetro que ha de estimar.

Los métodos de estimación puntual pueden tener varias características estadísticas entre las que sobresalen: 

1. Insesgamiento.- Que el valor del parámetro coincida con el valor promedio del estimador. Esta propiedad la tienen la mayoría de los estimadores usados en la práctica.

2. Consistencia.- Que el valor de la muestra se acerque al valor del parámetro al aumentar el tamaño de la muestra.

3. Suficiencia.- Que el estimador use toda la información que la muestra contiene respecto al parámetro de interés.

4. Eficiencia.- Que el estimador tenga menor variabilidad que otro posible. 


Los estimadores puntuales más comunes son: 

· La media de la muestra para estimar el valor promedio en la población.

· La proporción en la muestra para estimar la proporción en la población.

· La desviación estándar de la muestra como estimación de la desviación estándar de la población. 


Es práctica común hablar de 2 veces la desviación estándar de un estimador como el error de estimación. Este error usualmente depende del tamaño de la población de donde se saca la muestra, sin embargo esta dependencia es muy moderada para muestras pequeñas en relación al tamaño de la población. Algo de esto ya lo experimentamos cuando hablamos de muestreo. Es costumbre no hacer caso de esta corrección por población finita.

La otra forma de estimar es más realista en cierto sentido. Estimamos usando un intervalo. Analicemos el siguiente ejemplo. 

De 400 entrevistados 220 estan a favor. ¿Qué tan probable es tener 220 o más a favor cuando las opiniones estan divididas igualmente entre a favor o en contra? 

Resulta 2.28% o 2.56% dependiendo de la fórmula usada. Pero si hubieran sido 1100 de 2000 la probabilidad cambiaría a cero (aunque la proporción: 220 de 400 sea la misma que 1100 de 2000). Si hubieran sido 55 de 100 la proporción permanece pero la probabilidad aumenta a 15.87%. 

En estos ejemplos la estimación puntual permanece igual, pero las probabilidades dan tantos tumbos que concluimos que no es posible que reportemos sólo la estimación puntual, ¡Hace falta mencionar el error de estimación! Una manera muy compacta de hacerlo es un intervalo de confianza. 

Éste consta de dos valores que encierran al parámetro con una probabilidad preestablecida arbitrariamente por nosostros. Lo común es usar 90% ó 95% ó 99%. A esta probabilidad la llamamos confianza. 

4.1.5 Estimador Insesgado.

4.1.6 Varianza de un estimador puntual.

4.2 Intervalos de confianza.

[image: image576.png]


INTERVALOS DE CONFIANZA PARA VARIANZAS [image: image577.png]



	Teorema 2.7.- ( Intervalo de confianza para [image: image578]) Si s2 es el valor de la varianza de una muestra aleatoria de tamaño n tomada de una población normal un intervalo de confianza del (1 - )100% para s2 está dado por 1.
[image: image579]





Se pueden obtener límites de confianza del (1 - )100% correspondientes para  sacando las raíces cuadradas de los límites de confianza para [image: image580].

Ejemplo

En 16 recorridos de prueba, el consumo de gasolina de un motor experimental tuvo una desviación estándar de 2.2 galones. Construya un intervalo de confianza del 99% para [image: image581], midiendo la variable real del consumo de gasolina de este motor.

Solución

Suponiendo que los datos observados pueden considerarse como una meustra aleatoria tomada de una población normal, sustituimos n = 16 y s = 2.2, junto con x2.995,15 = 4.601 y se obtiene

[image: image582]


o bien

2.21 < s está dado por

1.49 <  

< 3.97

[image: image583.png]


INTERVALOS DE CONFIANZA PARA RAZONES DE DOS VARIANZAS [image: image584.png]



	Teorema 2.8.- ( Intervalo de confianza para [image: image585]) Si s2 1 y s2 2 son los valores de las varianzas de muestras aleatorias independientes de tamaño n1 y n2 tomadas de dos poblaciones normales, un intervalo de confianza del(1 - )100% para [image: image586]está dado por 1.
[image: image587]



Se pueden obtener límites de confianza del (1 - )100% correspondientes de [image: image588]obteniendo las raíces cuadradas de los límites de confianza de [image: image589].

Con referencia al problema del estudio de los cigarrillos, obtenga un intervalo de confianza del 98% de [image: image590].

Solución

Del ejemplo referido se tienen n1 = 10, n2 = 8, s2 = 0.5 y s2 = 0.7 se tiene que F.01,9,7 = 6.72 y F.01,7,9 = 5.61. Por lo tanto, la sustitución en el intervalo de confianza da como resultado

[image: image591]


o bien

0.076 < [image: image592]< 2.862



Ya que el intervalo que se obtuvo en el ejemplo anterior incluye la posibilidad de que la razón sea 1, aquí no hay evidencia real contraria a la suposición de varianza de población iguales.

4.2.1 Estimación por intervalo.

Dada que no puede esperarse que las estimaciones puntuales realmente coincidan con las cantidades que intentan estimar, algunas veces es preferible reemplazarlas con estimaciones por intervalos, esto es, con intervalos en los cuales podemos esperar con un grado razonable de certeza que contengan al parámetro en cuestión.

Una estimación de intervalo de un parámetro  es un intervalo de la forma [image: image593]< [image: image594.png]


< [image: image595], donde [image: image596]y [image: image597]dependen del valor que tome el parámetro [image: image598.png]


en una muestra dada y también en la distribución mustral de [image: image599.png]


.


Por ejemplo, si se nos pidiera determinar el coeficiente intelectual en promedio de un grupo de estudiantes muy grande, sobre la base de una muestra aleatoria  < 117 sobre la base de la media de la muestra [image: image600.png]


= 113 así como información acerca de la distribución muestral de [image: image601.png]


.

Como diferentes muestras generalmente producirán valores diferentes de [image: image602.png]


y, por consiguiente, distintos valores de [image: image603]y [image: image604]. Por tanto, con base en la distribución muestral de [image: image605.png]


podemos afirmar, con una probabilidad dada, si este intervalo contendrá en realidad el parámetro que se supone estima. En otras palabras, podemos utilizar la distribución muestral de [image: image606.png]


para elegir [image: image607]y [image: image608]tal para cualquier probabilidad especificada 1 - , donde 0 <  < 1.

P ( [image: image609]< [image: image610.png]


< [image: image611]) = 1 - 


Lo siguiente se entiende de la siguiente manera, el intervalo [image: image612]< [image: image613.png]


< [image: image614], determinado en relación con una muestra en particular, recibe el nombre de intervalos de confianza del ( 1 -  )100%, la fracción 1 -  se conoce como coeficiente de confianza o grado de confianza y los extremos [image: image615]y [image: image616]reciben el nombre de límites de confianza inferior y superior.

Por ejemplo, cuando  = 0.05 el grado de confianza es de 0.95 y obtenemos así un intervalo de confianza de 95%.

Aclaremos ahora que los intervalos de confianza de parámetros dados no son únicos, como se muestran en la siguiente sección, en donde se demuestras que, con base en una sola muestra aleatoria, existen numerosos intervalos de confianza de  donde tienen el mismo grado de confianza. Una propiedad deseable es hacer la longitud de un intervalo de confianza del 1 -  )100% lo más corta posible.
4.2.2 Límites de confianza.

4.2.3 Intervalo de confianza para medida con varianza conocida.

[image: image617.png]


INTERVALOS DE CONFIANZA PARA MEDIAS (VARIANZA CONOCIDA) [image: image618.png]




Como [image: image619.png]


es un estimador suficiente de la media de uma población normal con la varianza conocida [image: image620], lo utilizaremos para obtener un intervalo de confianza de  de una población de este tipo.

Aquí se toman la media y la desviación estándar de la población, y sólo se saca una conclusión acerca de la media muestral. Lo que se necesita es tomar una única media muestral y estimar una media poblacional desconocida (con el uso, de una población o de la desviación estándar muestral), con cierto grado de confianza o probabilidad.

En una situación real, la media de la población es desconocida y es la cantidad que se debe estimar. La desviación estándar de la pobación rara vez se conoce y suele estimarse con los resultados de la muestra. Por tanto para obtener la estimación del intervalo de confianza de la media cuando se desconoce la varianza se tiene.

	Teorema 2.1.- Si [image: image621.png]


es el valor de la media de una muestra aleatoria de tamaño n tomada de una población normal con la varianza conocida [image: image622], un intervalo de confianza del ( 1 -  )100% para  está dado por 1.
[image: image623]





Ejemplo
Si una muestra de tamaño n = 20 tomada de una población normal con la varianza [image: image624]= 225 tiene la media [image: image625.png]


= 64.3, construya un intervalo de confianza del 95 % de la media de la población .

[image: image626]
Curva normal para determinar el valor de Z necesario para 95% de confianza


Solución

Para  = 0.05 tenemos que Z.025 = 1.96. Por consiguiente, el intervalo de confianza del 95 % para  aplicando el teorema 2.1 es

[image: image627]


que se reduce a 

57.7 <  < 70.9

El intervalo obtenido en el ejemplo anterior es un intervalo de confianza del 95 % de la media de la población. Desde luego, la doble desigualdad 7.7 <  < 70.9 debe ser verdadera o falsa, pero si tuviéramos que apostar, 95 a 5 serían posibilidades justas de que es verdadera. Estas posibilidades son justas porque el método a través del cual se obtuvo el intervalo funciona, por así decirlo, el 95 % del tiempo.

El hecho de que los intervalos de confianza de parámetros dados no sean únicos, se observa sin dificultad escribiendo el intervalo de confianza de 1 -  )100% del teorema 2.1 como
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o como el intervalo de confianza de un solo lado del 1 -  )100%

[image: image629.png]





También pudimos haber basado el intervalo de confianza en, por ejemplo, la mediana de la muestra y no en su media.

[image: image630.png]


INTERVALOS DE CONFIANZA PARA DIFERENCIA DE MEDIAS CON VARIANZA CONOCIDA [image: image631.png]



	Teorema 2.5.- ( Intervalo de confianza para 1 - 2, 1 y 2 conocidas). Si [image: image632]y [image: image633]son los valores de las medias de muestras aleatorias independientes de tamaño n1 y >n2 tomadas de poblaciones normales con las varianzas conocidas 12 y 22, un intervalo de confianza del (1 - )100% para 1 - 2 está dado por 1.
[image: image634]





Asimismo, en virtud del Teorema del Límite Central, este resultado puede usarse con muestras aleatorias independientes de poblaciones no normales con las varianzas conocidas 12 y 22, siempre que n1 y n2 sean lo suficientemente frandes, esto es, cuando n1 y n2 sean mayores e iguales a 30.

Ejemplo

Construya un intervalo de confianza del 94% de la diferencia real entre las duraciones en promedio de dos tipos de focos eléctricos, dado que una muestra tomada al azar de 40 focos de un tipo duró en promedio 418 horas de uso continuo y 50 focos de otra clase duraron en promedio 420 horas. LAs desviaciones estándar de las poblaciones, según se sabe, son 1 = 26 y 2 = 22.

Solución

Para  = 0.06, tenemos que Z.03 = 1.88. Por lo tanto, el intervalo de confianza del 94% de 1 = 26 - 2 es 

[image: image635]


que se reduce a

6.3 < 1 - 2 < 25.7



Por lo tanto, tenemos el 94% de confianza en que el intervalo de 6.3 a 25.7 contiena la diferencia verdadera entre las duraciones en promedio de los dos tipos de focos eléctricos. El hecho de que ambos límites de confianza sea positivos sugiere que, en promedio, el primer tipo de foco es superior al del segundo tipo.

4.2.4 Intervalo de confianza para medida con varianza desconocida.

[image: image636.png]


INTERVALOS DE CONFIANZA PARA MEDIAS (VARIANZA DESCONOCIDA) [image: image637.png]




Como ya se dijo, así como la media  de la población no suele ser conocida, tampoco es probable que la desviación estándar  real de la población sea conocida. Por tanto, se necesita obtener una estimación del intervalo de confianza de  con el solo uso de los estadísticos muestrales [image: image638.png]


y S.

La distribución que se ha desarrollado para aplicarla a esta situación es la distribución t de Student
	Teorema 2.2.- Si [image: image639.png]


y S son los valores de la media y la desviación estándar de una muestra aleatoria de tamaño n tomada de una población normal con la varianza desconocida , un intervalo de confianza del 1 -  )100% para  está dado por1.
[image: image640.png]








En la práctica con tal que el tamaño de la muestra no sea demasiado pequeño y la población no tenga mucho sesgamiento, la distribución t se puede usar para estimar la media de la población cuando no se conoce .

Los valores críticos de la distribución t, para los grados apropiados de libertad, se pueden obtener con las tablas de distribución t. El valor en la parte superior de cada columna de la tabla de t indica el área en una cola de la distribución ( cola superior o inferior), mientras que cada hilera representa el valor particular de cada grado de libertad.

Por ejemplo, con 24 grados de libertad, si se desea 95% de confianza, el valor apropiado de t se encontrará del modo siguiente (como se indica en la Fig). El nivel de confianza de 95% indica que habría un área de 0.025 en cada cola de la distribución. Si se busca en la columna un área de cola superior de 0.025 y en la hilera correspondiente a 24 grados de libertad, se tiene como resultado un valor de t de 2.0639, que para conveniencia se redondea a 2.064. 

[image: image641]
Determinación del valor crítico con la tabla t para un área de .025 en cada cola con 24 grados de libertad



Como la t es una distribución simétrica, si el valor de la cola superior es de ± 2.064, el valor de la cola inferior (0.025 inferior) sería de -2.064. Un valor de t de 2.064 significa que la probabilidad de que t excedería de + 2.064 es de 0.025 ó 2.5 %.

[image: image642]
Distribución estándar normal y distribución t para 5 grados de libertad



Ejemplo

Un fabricante de pinturas desea determinar el tiempo de secado en promedio de una nueva pintura para interiores. Si en 12 áreas de prueba de igula tamaño el obtuvo un tiempo de secado medio de 66.3 minutos y una desviación estándar de 8.4 minutos, teniendo 11 grados de libertad construya un intervalo de confianza del 95% para la media verdadera.

Solución

Al sustituir [image: image643.png]


= 66.3 s y t.025 = 2.201, el intervalo de confianza del 95% para  se convierte en

[image: image644]


o simplemente

61.0 <  71.6



Esto significa que podemos afirmar, con un grado de confianza del 95% que el intervalo de 61.0 minutos a 71.6 minutos contiene el tiempo de secado promedio verdadero de la pintura.

El método por medio del cual se construyen intervalos de confianza en esta sección consiste, esencialmente, en obtener una variable aleatoria adecuada cuyos valores estén determinados por los datos de una muestra y también por los parámetros de la población, no obstante que su distribución no implique el parámetro que intentamos estimar. Este fue el caso, por ejemplo, cuando utilizamos la variable aleatoria [image: image645], cuyos valores no pueden calcularse sin conocer , pero cuya distribución de muestras aletorias tomadas de poblaciones normales, la distribución normal estándar, no implica a . Pese a que este método de obtención de intervalos de confianza, algunas veces denominado método de pivotes, se utiliza muy ampliamente, existen métodos más generales.

[image: image646.png]


INTERVALOS DE CONFIANZA PARA DIFERENCIA DE MEDIAS CON VARIANZA DESCONOCIDA [image: image647.png]



El procedimiento de estimación de la diferencia entre dos medias, cuando se desconocen 1 y 2 y los tamaños de las muestras son pequeños, no es directo a menos que las desviaciones estándar desconocidas de las dos poblaciones normales sean iguales. Si 1 = 2 = , entonces tenemos lo siguiente.

	Teorema 2.6.- ( Intervalo de confianza para 1 - 2, 1 y 2 desconocidas). Si [image: image648]y [image: image649]son los valores de las medias de muestras aleatorias independientes de tamaño n1 y >n2 tomadas de poblaciones normales con las varianzas conocidas pero iguales, un intervalo de confianza del (1 - )100% para 1 - 2 está dado por 1.
[image: image650]





Ejemplo

Se ha realizado un estudio para comparar el contenido de nicotina de dos marcas de cigarrillos. 10 cigarrillos de la marca A tuvieron un contenido de nicotina en promedio de 3.1 miligramos con una desviación estándar de 0.5 miligramo, mientrás que 8 cigarrillos de marca B tuvieron un contenido de nicotina en promedio de 2.7 miligramos con una desviación estándar de 0.7 miligramo. Suponiendo que los dos conjuntos de datos son muestras tomadas al azar de poblaciones normales con varianzas iguales, construya un intervalo de confianza del 95% de la diferencia real en el contenido promedio de nicotina de las dos marcas de cigarrillos.

Solución

Resumiremos los datos de la siguiente manera:

	Marca A
	Marca B

	n1 = 10
	n2 = 10

	[image: image651]= 3.1
	[image: image652]= 2.7

	s1 = 0.5
	s2 = 0.7




Para  = 0.05 y n1 + n2 - 2 = 16 grados de libertad, tnemos que t.025 = 2.120. El valor de Sp es

[image: image653]


y, por consiguiente, el intervalo de confianza del 95% para 1 - 2 es

[image: image654]


que se reduce

-0,20 < 1 - 2 < 1.00



Obsérvese que debido a que la diferencia real podría ser cero en el ejemplo anterior, no podemos concluir que existe una diferencia real en el contenido de nicotina de las dos marcas de cigarrillos.

4.2.5 Intervalo de confianza para proporciones.

[image: image655.png]


INTERVALOS DE CONFIANZA PARA UNA PROPORCION [image: image656.png]




Existen muchos problemas en los cuales debemos obtener proporciones, probabilidades, porcentajes o índices ( o tasas), como la proporción de unidades defectuosas en un cargamento grande de transistores, la probabilidad de que un automóvil detenido en una inspección tendrá las luces descompuestas, o el índice o tasa de mortalidad que provoca una enfermedad. En muchos de estos casos es razonable suponer que se muestrea una población binomial .

	Teorema 2.3.- ( Intervalo de confianza de muestra grande para  ). Un intervalo de confianza del (1 - )100% para el parámetro binomial  está dado por.1.
[image: image657]





Ejemplo

Se hace un estudio para determinar la proporción de votantes de una comunidad cunatificable que favorecen la construcción de una planta generadora de energía nuclear. Si se tiene que sólo 140 de 400 votantes seleccionados al azar favorecen el proyecto, obtenga un intervalo de confianza del 95% de la proporción de todos los votantes de esta comunidad que se expresan a favor del proyecto.

Solución

Al sustituir [image: image658]= 0.35 y Z.025 = 1.96 en el intervalo de confianza de muestra grande anterior para , se obtiene

[image: image659]


que se reduce a 

0.303 <  < 0.397



[image: image660.png]


INTERVALOS DE CONFIANZA PARA UNA DIFERENCIA DE PROPORCIONES [image: image661.png]




Frecuentemente surgen problemas donde es deseable calcular la diferencia entre los parámetros binomiales [image: image662]y [image: image663]sobre la base de muestras aleatorias independientes tomadas de dos poblaciones binomiales.

	Teorema 2.4.- ( Intervalo de confianza de muestra grande para [image: image664]- [image: image665]. Un intervalo de confianza del (1 - )100% para [image: image666]- [image: image667], la diferencia entre dos parámetros binomiales, está dada por.1.
[image: image668]
donde [image: image669]y [image: image670]




Ejemplo

Si se tiene que 132 de 200 votantes del distrito A favorecen a un candidato dado para la elección de la presidencia y 90 de 150 votantes del distrito B se expresan a favor de este mismo candidato, obtenga un intervalo de confianza del 99% para [image: image671]- [image: image672], la diferencia entre las proporciones reales de votantes de los dos distritos favorables al candidato.

[image: image673]
Curva normal para determinar el valor de Z necesario para 99% de confianza



Solución

Al sustituir [image: image674]= 0.66, [image: image675]= 0.60, y Z.005 = 2.575 en el intervalo de confianza de muestra grande se obtiene

[image: image676]


que se reduce a

-0.074 < [image: image677]- [image: image678]< 0.194



Por lo tanto, tenemos el 99% de confianza de que el intervalo de -0.074 a 0.194 contiene la diferencia entre las proprociones reales de votantes de los dos distritos que favorecen al candidato. Obsérvese que esto incluye la posibilidad de que haya una diferencia cero entre las dos proporciones.

4.3 Pruebas de hipótesis.

Una hipótesis estadistica es una afirmación con respecto a alguna característica desconocida de una población de interés. La esencia de probar una hipótesis estadística es el decidir si la afirmación se encuentra apoyada por la evidencia experimental que se obtiene a través de una muestra aleatoria. La decisión acerca de si los datos muestrales apoyan estadísticamente la afirmación se toma con base en la probabilidad, y, si ésta es mínima, entonces será rechazada. 

Si sobre la base de datos de muestra un Ingeniero Químico tiene que decidir si la duración de la reacción tendra un tiempo de residencia promedio es cuando menos de 180 minutos y si basándose en muestras un fabricante de productos farmacéuticos tiene que decidir si el 90 % de todos los pacientes a quienes se les dé un nuevo medicamento se recuperarán de cierta enfermedad, estos problemas pueden traducirse al lenguaje de las pruebas estadísticas de hipótesis. 

En el primer caso podríamos decir que el ingeniero tiene que demostrar la hipótesis de que el parámetro del tiempo de reacción es cuando menos de 180 minutos y en el segundo caso podríamos señalar que el fabricante tiene que decidir si el parámetro de una población binomial es igual a 0.90.

CONCEPTOS DE LA TEORIA DE PRUEBA DE HIPOTESIS 
En esta unidad se enfocará un problema basado en un estudio de caso en una fábrica de llantas. En este problema la fábrica de llantas tiene dos turnos de operarios, turno de día y turno mixto.Se selecciona una muestra aleatoria de 100 llantas reproducidas por cada turno para ayudar al grente a sacar conclusiones de la siguientes preguntas:

1. ¿Es la duración promedio de la llantas producidas en el turno de día igual a 25 000 kilómetros?

2. ¿Es la duración promedio de la llantas producidas en el turno mixto menor de 25 000 kilómetros?

3. ¿Se revienta más de un 8% de la llantas producidas por el turno de día antes de los 10 000 kilómetros?

Para poder contestar, se debe tomar una ecisión basada en la información de la muestra. En este problema se abordará primero la pregunta si la duración promedio de las llantas producidas por el turno de día es igual a 25 000 kilómetros. El gerente puede sacar de dos conclusiones:

La duración promedio de las llantas es 25 000 kilómetros

La duración promedio de las llantas no es 25 000 kilómetros; es menor de 25 000 kilómetros o mayor de 25000 kilómetros. Si se llega a esta última conclusión, se tomará acción correctiva para determinar por qué se producen llantas por abajo o por encima de los estándares.

Desde el punto de vista de pruebas de hipótesis, estas dos conclusiones se representarían como sigue:

Ho (hipótesis nula): = 25 000 kilómetros
H1 (hipótesis alternativa): desigual a 25 000 kilómetros

La hipótesis nula representa la conclusión que se sacaría si el proceso funcionase correctamente. Es análoga a la presunción de inocencia hasta que se demuestre la culpabilidad según el sistema legal estadounidense. En el problema se supone que el proceso funciona correctamente ( = 25 000) salvo que se encuentren pruebas de "culpabilidad", lo cual muestre que el proceso no funciona correctamente.

La hipótesis alternativa, que suele ser opuesta a la hipótesis nula, representa la conclusión a la que se llegaría si se encontrasen pruebas de culpabilidad. En el ejemplo el término "culpabilidad" se aplica, a que la duración promedio de la llantas sea diferente a 25 000 kilómetros, por tanto la hipótesis alternativa sería que la duración de las llantas no es de 25 000 kilómetros.

Para comenzar a desarrollar el procedimiento para pruebas de hipótesis, se podría empezar por suponer que la duración promedio de las llantas es de 25 000 kilómetros. Si se toma una muestra y la media de la muestra está "cerca de" 25 000 kilómetros, es razonable llegar a la conclsión de que la media verdadera es en realidad de 25 000 kilómetros. Pero sin embargo la media de la muestra fuera diferente a 25 000 kilómetros, es razonable pensar que la media verdadera no es de 25 000 kilómetros. En vez de decir en forma arbitraria "cerca de" o "diferente a" 25 000 kilómetros, la prueba de hipótesis estadística cuantifica el proceso de toma de decisiones.

Para cada tipo de procedimiento de pruebas de hipótesis, se puede calcular una prueba estadística apropiada. Esta prueba estadística mide el acercamiento del valor de la muestra (como un promedio) a la hipótesis nula. La prueba estadística o sigue una distribución estadística bien conocida (normal,t, etc.) o se puede desarrollar una distribución para la prueba estadísitca particular.

La distribución apropiada de la prueba estadística se divide en dos regiones: una región de rechazo y una región de no rechazo. Si la prueba estadísitca cae en esta última región, no se puede rechazar la hipótesis nula y el gerente llegaría a la conclusión de que el proceso funciona correctamente. Pero si la prueba estadística cae en la región de rechazo, se rechazaría la hipótesis nula y el gerente llegaría a la conclusión de que la media verdadera no era de 25 000 kilómetros.

[image: image679]
Regiones de rechazo y de no rechazo en pruebas de hipótesis

Al tomar la decisión con respecto a la hipótesis nula, se debe determinar el valor crítico en la distribución estadística que divide la región de no rechazo (en la cual la hipótesis nula no se puede rechazar) de la región de rechazo. Ahora bien, el valor crítico depende del tamaño de la región de rechazo. Como se verá en los siguientes subtemas, la decisión respecto al tamaño de la región de rechazo, acarrea los riesgos detomar diferentes tipos de decisiones incorrectas.
ERRORES ALFA Y BETA 
Al utilizar una muestra para hacer inferencias en cuanto a la población, el tomador de decisiones corre el riesgo de que se llegue a una conclusión incorrecta. Existen dos tipos de errores que pueden ocurrir en el procedimiento de prueba de hipótesis.

· Al rechazo de la hipótesis nula Ho cuando ésta es verdadera se le conoce como error de tipo I ; la probabilidad de cometer un error de tipo I se denota por medio de .



En el ejemplo de las llantas, este error ocurriría si se llegase a la conclusión (con base en los datos de la muestra) de que la duración promedio no era de 25 000 kilómetros cuando en realidad, era de 25 00 kilómetros.

El error  tipo I se llama también nivel de significancia . Por tradición, el estadístico controla el error tipo I al establecer el nivel de riesgo que está dispuesto a tolerar en términos del rechazo de una hipótesis nula verdadera. La selección del nivel  particular de riesgo depende, por supuesto, de la importancia (significación) del problema. Una vez específicado el valor de , se conoce el valor de la región de rechazo porque  es la probabilidad de recazo según la hipótesis nula. A partir de este hecho, se pueden determinar los valores críticos, superior e inferior, que dividen las regiones de rechazo y de no rechazo.

· La aceptación de la hipótesis nula cuando ésta es falsa recibe el nombre de error de tipo II; la probabilidad de cometer un error de tipo I se denota por medio de .



En el ejemplo de las llantas, el error tipo II ocurrirría si se hubiera llegado a la conclusión de que el proceso funciona correctamente (produce llantas con una duración de 25 000 kilómetros) cuando, en realidad, la duración promedio de las llantas es diferente a 25 000 kilómetros.

Al contrario del error  tipo I que se establece a un valor específico, el valor del error  tipo II depende de la forma y modo enque la hipótesis nula no es verdadera. Por ejemplo, en el estudio de llantas se argumentó (nuestra hipótesis nula) que la duración promedio de llantas es de 25 000 kilómetros. Si, en la práctica la duración promedio real de las llantas fuera de sólo de 10 000 kilómetros, entonces sería muy pequeña la posibilidad () de que, con base en las pruebas de la muestra, se llegase a la conclusión errónea de que la duración promedio de las llantas eran los hipotéticos 25 000 kilómetros. Por otra parte, si la duración promedio real de las llantas fuera de 24 900 kilómetros (muy cercana a la hipótesis nula), entonces sería muy grande la posibilidad () de que, con base en las pruebas de la muestra, se llegase a la conclusión errónea de que la duración promedio de las llantas eran los hipotéticos 25 000 kilómetros.Los dos tipos de errores se pueden ilustrar en la siguiente figura.

[image: image680]


El complemento (1 - ) del error tipo II, que es la posibilidad de rechazar la hipótesis nula cuando es falsa, se llama la potencia de una prueba estadística . La potencia de la prueba es la medida de la sensibilidad del procedimiento de pruebas de hipótesis, puesto que determina la posibilidad del rechazo correcto de la hipótesis nula en diferentes circunstancias. En el ejemplo de las llantas, se podría calcular la posibilidad de concluir que el proceso no funciona correctamente (rechazar la hipótesis nula) para valores diferentes de la media verdadera (10 000, 20 000, 24 900 kilómetros).

Para un tamaño dado de muestra, el tomador de decisiones debe equilibrar los dos tipos de errores. Si se va a reducir , entonces se aumentará . Si se va a reducir , entonces se aumentará . Los valores de  y  dependen de la importancia de cada riesgo en un problema particular. El riesgo  en el caso de la llantas implica tomar acción correctiva innecesaria. El riesgo  implica no tomar acción correctiva cuando el proceso de producción de llantas no funciona correctamente. La importancia de  y  depende de los costos inherentes en cada tipo de error. Por ejemplo, si fuera muy costoso tomar la cción correctiva (como cerrar la planta), entonces el riesgo  sería el más importante y, quizá, se podría permitir un aumento de .

[image: image681.png]


PASOS DE LA PRUEBA DE HIPOTESIS [image: image682.png]



1. Expresar la hipótesis nula.

2. Expresar la hipótesis alternativa.

3. Especificar el nivel de significación,.

4. Determinar el tamaño de la muestra n.

5. Establecer los valores críticos que dividen las regiones de rechazo y de no rechazo.

6. Determinar la prueba estadística.

7. Coleccionar los datos y calcular el valor de la muestra de la prueba estadística apropiada.

8. Determinar si la prueba estadística ha caído en la región de rechazo o en la de no rechazo.

9. Determinar la decisión estadística.

10. Expresar la decisión estadística en términos del problema 

PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA UNA VARIANZA 
Cuando se analizan variables cuantitativas, a menudo es importante sacar conclusiones en cuanto a la variabilidad así como al promedio de una característica de interés. Por ejemplo, en el estudio de las llantas, el gerente de la fábrica, probablemente se interesaría en determinar si la variabilidad en la duración de las llantas está o no dentro de los límites aceptables antes de concluir que el proceso funciona en forma correcta. En este caso, lo que interesaría sería llegar a conclusiones acerca de la desviación estándar o a la varianza de la población.

Si se intenta llegar a conclusiones en cuanto a la variabilidad de l apoblación, primero se debe determinar qué prueba estadística se puede usar para representar la distribución de la variabilidad en los datos de la muestra. Si la variable (duración del piso de las llantas) se supone que tiene distribución normal, entonces el estadístico (n-1)S2/2 seguiría la distribución ji cuadrada (X2) con (n-1) grados de libertad.

Por tanto, el estadístico de laprueba para probar si la varianza de la población es o no igual a un valor específicado, es

[image: image683]


en donde

n = tamaño de la muestra.

S2 = varianza de la muestra.

2 = varianza hipotética de la población.

[image: image684]
Prueba de una hipótesis acerca de una varianza poblacional: pruebas de una cola y de dos colas. Panel A, prueba de dos colas. Panel B, prueba de una cola. Panel C, prueba de una cola.
Sí, como se ilustra en el panel A de la figura, la prueba de hipótesis es de dos colas,la región de rechazo está dividida entre las colas superior e inferior de la distribución ji cuadrada. Pero, si la prueba es de una cola,la región de rechazo está, ya sea,en la cola superior (panel B) o en la cola inferior (panel C) de la distribución ji cuadrada, según la dirección de la hipóteis alternativa.

Al probar una hipótesis acerca de una varianza, se debe estar alerta a que se ha supuesto una población con distribución normal. Desafortunadamente, esta prueba es sensible a desviaciones de esta suposición, por lo que si la población no tiene distribución normal, sobre todo para muestras de tamaño pequeño, la exactitud de la prueba se afectará de una manera muy seria.

PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA UNA RAZON DE VARIANZAS 
En una forma análoga a las ya descritas para las medias y proporciones, también interesa determinar si las dos poblaciones tienen o no la misma variabilidad.

Para poder comparar la igualdad de las varianzas de dos poblaciones independientes, se ha ideado un procedimiento estadístico basado en la razón de las dos varianzas muestrales. Si los datos de cada población se suponen distribuidos normalmente, entonces la razón S12/S22 sigue una distribución llamada distribución F, que recibe el nombre en honor de R. A. Fisher. El valor crítico de la distribución F depende de "dos" conjuntos de grados de libertad: los grados de libertad en el numerador y en el denominador. El estadísitico de la prueba para probar la razón entre las dos varianzas sería

[image: image685]


en donde

n1 = tamaño de la muestra del grupo 1

n2 = tamaño de la muestra del grupo 2

n1 - 1 = grados de libertad en el grupo 1

n2 - 1 = grados de libertad en el grupo 2

S12 = varianza de la muestra del grupo 1

S22 = varianza de la muestra del grupo 2



Para probar la razón de las dos varianzas, se pueden emplear pruebas de una cola o de dos colas, como se indica en la figura

[image: image686]
Prueba de una hipótesis acerca de dos varianzas poblacionales: pruebas de una y de dos colas. Panel A, prueba de dos colas. Panel B, prueba de una cola. Panel C, prueba de una cola



Al probar la razón de dos varianzas de la población, como ocurrió en el caso de la varianza de una sola población, se debe estar alerta de que la prueba supone que cada una de las dos poblaciones tiene distribución normal. Desafortunadamente, esta prueba no es robusta para las desviaciones de esta suposición, sobre todo cuando los tamaños de las muestras en los dos grupos no son iguales. Por tanto, si las poblaciones no están más o menos, normalmente distribuidas, se puede afectar de un modo muy serio la exactitud, del procedimiento.
PRUEBAS DE BONDAD DE AJUSTE 
En este subtema se examinará otra importante aplicación de la prueba ji cuadrada, la de probar la bondad de ajuste d un grupo de datos en una distribución específica de probabilidad. Al probar la bondad de ajuste de un grupo de datos, se comparan las frecuencias reales en cada categoría (o intervalo de clase) con las frecuencias que, teóricamente, se esperarían si los datos siguieran una distribución específica de probabilidad. Al efectuar la prueba ji cuadrada para la bondad de ajuste, se requieren varios pasos.

Primero, hay que establecer la hipótesis de la distribución de probabilidad que se va a ajustar a los datos.

Segundo, una vez determinada la distribución de probabilidad hipotética, los valores de cada parámetro de la distribcuión (tal como la media), se deben poner como hipótesis o estimar con los datos reales. A continuación, se utiliza la distribución de probabilidad hipotética específica para determinar la probabilidad y, luego, la frecuencia teórica para cada categoría o intervalo de clase.

Para terminar, se puede emplear el estadístico de la prueba ji cuadrada para probar si la distribución específica tiene o no "un buen ajuste" con los datos.

La prueba ji cuadrada para determinar si los datos siguen una distribución de probabilidad específica, se calcula con

[image: image687]


en donde

Fo = frecuencia observada

Fi = frecuencia teórica

K = número de categorías o clases que quedan después de comprimir las clases

p = número de parámetros estimados con los datos



En este subtema se ha limitado el comentario a la prueba de ji cuadrada para la bondad de ajuste a la distribución de Poisson. Otras distribuciones de probabilidad bien conocidas, como la uniforme, binomial y normal, también se pueden "ajustar" a los grupos de datos para determinar la bondad del ajuste. En cada caso, los parámetros de las distribuciones en cuestión (como la media y la desviación estándar) se deben establecer por hipótesis o estimar con los datos, para poder determinar las frecuencias esperadas.
4.3.1 Prueba de hipótesis para la media poblacional.

PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA UNA MEDIA CON VARIANZA CONOCIDA Y DESCONOCIDA 
En la fábrica de llantas, las hipótesis nula y alternativa para el problema se plantearon de la siguiente manera:

Ho:  = 25 000
H1:  desigual a 25 000

Si se considera la desviación estándar  de la llantas producidas en el turno de día, entonces, con base en el Teorema del Límite Central, la distribución en el muestreo de la media seguiría la distribución norma y la prueba estadística que está basada en la diferencia entre la media [image: image688.png]


de la muestra y la media  hipotéica, se encontraría como sigue:

[image: image689]


Si el tamaño de la región  de rechazo se estableciera en 5%, entonces se podrían determinar los valores críticos de la distribución normal. Dado que la región de rechazo está dividida en las dos colas de la distribución, el 5% se divide en dos partes iguales de 2.5%.

Dado que ya se tiene la distribución normal, los valores críticos se pueden expresar en unidades de desviación estándar. Una región de rechazo de 0.25 en cada cola de la distribución normal, da por resultado un área de 0.475 entre la media hipotética y el valor crítico. Si se busca esta área en la distribución normal, se encuentra que los valores críticos que dividen las regiones de rechazo y de no rechazo son +1.96 y -1.96, vea la siguiente figura.

[image: image690]
Pruebas de hipótesis en relación con la media ( conocida) con nivel de significación de 5%



Por tanto, la regla para decisión sería:

Rechazar Ho si Z > +1.96

o si Z < -1.96

de lo contrario, no rechazar Ho


No obstante, en la mayor parte de los casos se desconoce la desviación estándar  de la población. La desviación estándar se estima al calcular S, la desviación estándar de la muestra. Si se supone que la población es normal, la distribución en el muestreo de la media seguiría una distribución t con n-1 grados de libertad. En la práctica se ha encontrado que siempre y cuando el tamaño de la muestra no sea muy pequeño y la población no esté muy sesgada, la distribución t da una buena aproximación a la distribución de muestra de la media. La prueba estadística para determinar la diferencia entre la media [image: image691.png]


de la muestra y la media  de la población cuando se utiliza la desviación estándar S de la muestra, se expresa con:

[image: image692]


Para una muestra de 100, si se selecciona un nivel de significación  de 0.05, los valores críticos de la distribución t con 100-1 = 99 grados de libertad se puede obtener como se indica en la tabla y en la figura.

[image: image693]
Determinación del valor crítico con la tabla de t para una área de .025 en cada cola con 99 grados de libertad

[image: image694]
Prueba de hipótesis en relación con la media ( desconocida) con nivel de significacíón de 5% con 99 grados de libertad



Como esta prueba es de dos colas, la región de rechazo de .05 se vuelve a dividir en dos partes iguales de .025. Con el uso de las tablas para t, los valores críticos son -1.984 y +1.984. La regla para decisión es

Rechazar Ho si t99 > +1.984
o si t99 
de lo contrario, no rechazar Ho
Volvamos con nuestro ejemplo de los neúmaticos, los resultados de la muestra para el turno de día fueron Xdía = 25 430 kilómetros, Sdía = 4 000 kilómetros y ndía = 100. Puesto que se está probando si la media es diferente a 25 000 kilómetros, se tiene, con la ecuación anterior

[image: image695]
[image: image696]


Dado que t99 = +1.075, se ve que -1.984 < + 1.075 < +1.984, entonces no se rechaza Ho

Por ello, la decisión es no rechazar la hipótesis nula Ho. La conclusión es que la duración promedio de las llantas es de 25 000 kilómetros. A fin de tener en cuenta la posibilidad de un error tipo II, este enunciado se puede redactar como "no hay pruebas de que la duración promedio de las lantas sea diferente a 25 000 kilómetros en las llantas producidas en el turno de día"

4.3.2 Prueba de hipótesis para diferencias de medias.

PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA DIFERENCIAS DE MEDIAS CON VARIANZAS CONOCIDAS Y DESCONOCIDAS 
El estadístico utilizado para determinar la diferencia entre las medias de población se basa en la diferencia entre las medias ([image: image697.png]


1 - [image: image698.png]


2) de las muestras. Este estadístico [image: image699.png]


1 - [image: image700.png]


2, debido al Teorema del Límite Central, seguirá la distribución normal para una muestra de tamaño lo bastante grande. La prueba estadística es

[image: image701]


No obstante como ya se mencionó, en la mayor parte de los casos no se conoce la desviación estándar de ninguna delas dos poblaciones s1, s2). La única información que suele estar disponible son las medias muestrales y las desviaciones estándar muestrales ([image: image702.png]


1, [image: image703.png]


2; S1, S2). Si se hacen suposiciones de que cada población tiene distribución normal y que las varianzas de la población son iguales s1 = s2 de la distribución t con n1 + n2 - 2 grados de libertad, se puede utilizar para probar la diferencia entre las medias de las dos poblaciones.

Si se utiliza una prueba de dos colas para determinar si hay o no alguna diferencia entre las medias, entonces la hipótesis nula y alternativa serán

[image: image704]
Regiones de rechazo para la prueba de dos colas de la diferencia entre dos medias


Dado que se han supuesto varianzas iguales en las dos poblaciones, las varianzas de las dos muestras (S12, S22) se pueden combinar para formar una estimación (Sp2) de la varianza de la población. El estadístico de la prueba será:

[image: image705]


en donde

[image: image706]


en donde

Sp2 = varianza combinada de los dos grupos.

[image: image707.png]


1 = media muestral de la población 1.

S12 = varianza muestral de la población 1.

n1 = tamaño de la muestra de la población 1.

[image: image708.png]


2 = media muestral de la población 2.

S22 = varianza muestral de la población 2.

n2 = tamaño de la muestra para la población 2.



Al hacer la prueba de la diferencia entre las mediaas, se han supuesto una distribución normal e igualdad de varianzas de las dos poblaciones. Se deben examinar las consecuencias, sobre la prueba t de las variaciones de cada una de estas suposiciones. Con respecto a la suposición de normalidad, la prueba t es una prueba "robusta" porque no es sensible a pequeñas desviaciones de la normalidad.
4.3.3 Prueba de hipótesis para proporciones.

PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA UNA PROPORCION Y DIFERENCIA DE PROPORCIONES 
En el subtema anterior se utilizaron procedimientos de pruebas de la hipótesis para medias. El concepto de la prueba de hipótesis también se puede utilizar para probar hipótesis en relación con datos cualitativos. Por ejemplo, en el ejemplo de las llantas (otra vez), el gerente de la fábrica de llantas quería determinar la proporción de llantas que se reventaban antes de 10 000 kilómetros.

En nuestro ejemplo, el gerente quiere que la calidad de las llantas producidas sea lo bastante alta para que muy pocas se revienten antes de los 10 000 kilómetros. Si más de un 8% de las llantas se revientan antes de los 10 000 kilómetros, se llegaría a concluir que el proceso no funciona correctamente. La hipóteis nula y alternativa para este problema se pueden expresar como sigue:

Ho: p [image: image709].08 (funciona correctamente

H1: p > .08 (no funciona correctamente)

El número de éxitos sigue un proceso binomial. No obstante, como ya se vio al esarrollar intervalos de confianza, si el tamaño de la muestra es lo bastante grande [np y n (1-p)[image: image710]5], la distribución normal da una buena aproximación a la distribución binomial. La prueba estadística se puede expresar en dos formas, ya sea en términos de la proproción de éxitos

[image: image711]


en donde

[image: image712]
p = proporción de éxitos de la hipótesis nula

o el número de éxitos

[image: image713]


Ambas formulas darán como resultado la misma respuesta exacta al problema.

Ahora se determinará si el proceso funciona correctamente para las llantas producidas en el turno de día. Los resultados del turno de día indican que cinco llantas en una muestra de 100 se reventaron antes de 10 000 kilómetros. Para este problema, si se selecciona un nivel de significaión  de .05, las regiones de rechazo y no rechazo se establecerían como se muetra en la figura

[image: image714]
Prueba de hipótesis de una cola para una proporción con nivel de significación de 5%


y la regla de decisión sería

Rechazar Ho si Z > + 1.654: de lo contrario no rechazar Ho.

Con los datos que se tienen

[image: image715]


y entonces, 

[image: image716]


[image: image717]-1.107 < + 1.645; por tanto, no rechazar Ho.

La hipótesis nula no se rechazaría porque la prueba estadística no ha caído en la región de rechazo. Se llegaría a la conclusión de que no hay pruebas de que más del 8% de las lantas producidas en el turno de día se revienten antes de los 10 000 kilómetros.

[image: image718.png]


PRUEBA DE HIPOTESIS PARA UNA DIFERENCIA DE PROPORCIONES [image: image719.png]




En lugar de preocuparse por las diferencias entre dos poblaciones en términos de una variable cuantitativa, el interés podría ser las diferencias en alguna característica cualitativa. La prueba de la diferencia entre dos proporciones basadas en muestras independientes, se puede efectuar con el uso de dos métodos diferentes, pero los resultados serán equivalente, aquí sólo observaremos uno de ellos.

El primer método de prueba de la diferencia entre dos proporciones implica el uso de la distribución normal. Esta prueba está basada en la diferecia entre las dos proporciones de la muestra a las cuales se puede aproximar con una distribución normal para muestras de tamaño grande.

Para las dos poblaciones implicadas, interesa determinar si hay o no alguna diferencia en la proporción de éxitos en los dos grupos (prueba de dos colas) o si un grupo tuvo una proporción mayor de éxitos que el otro grupo (prueba de una cola).

El estadísitico de la prueba sería

[image: image720]


con

[image: image721]


en donde

ps1 = proporción muestral en la población 1.

ps2 = proporción muestral en la población 2.

X1 = número de éxios en la muestra 1.

X2 = número de éxios en la muestra 2.

n1 = tamaño de la muestra para la población 1.

n2 = tamaño de la muestra para la población 2.

[image: image722]= estimación combinada para la proporción de la población.



La estimación de la proporción de la población que se utilizará, está basada en la hipótesis nula, Con la hipótesis nula, se supone que las dos proporciones de la población son iguales. Por tanto, se puede obtener una estimación total de la proporción de la población al combinar las dos proporciones de la muestra. La estimación [image: image723]es simplemente el número de éxitos en las dos muestras combinadas (X1 + X2) dividido entre el tamaño total de la muestra (n1 + 2)
Unidad 5. Regresión y correlación.

5.1 Introducción.
Regresión

Relación existente entre la media de una variable aleatoria y los valores de una o más variables independientes de los cuales depende.

Desde luego en algunos casos quizá no exista relación en absoluto o sólo una muy débil, de manera que también nos interesará la medición del alcance o fuerza de la

Correlación

La relación (asociación o interdependencia) de los valores de dos o más variables cualitativas o cuantitativas.

En resumen se puede decir lo siguiente el análisis de regresión se utiliza en la predicción y el análisis de correlación, por contraste con el de regresión, se utiliza para medir la fuerza de la asociación entre las variables.

Covarianza: Es una medida de asociación que mide la relación lineal entre las variables "x" e "y", y se define como:

_ _

Cov (x,y) = (1/n) * (ð(xi - x ) (yi - y))

En el caso de que los datos estén agrupados en clases, la fórmula de la covarianza es la siguiente:

_ _

Cov (x,y) = ð((xi - x) (yi - y) f(yi , xi ))

- Correlación: Es el resultado de dividir la covarianza por un término de sus mismas dimensiones, obteniendo el coeficiente de correlación (r). Sx y Sy, son las desviaciones típicas de "x" e "y" respectivamente.

r = (Cov (x,y)) / (Sx * Sy)

Las propiedades del coeficiente de correlación son las siguientes:

- Si multiplicamos "x" e "y". por constantes (aunque éstas sean distintas), el coeficiente de correlación no varía.

- Cuando no existe una relación lineal exacta entre "x" e "y", el coeficiente de correlación varía entre -1 y 1 (-1 <> r <> 1).

- Cuando no existe relación lineal r = 0 (en este caso puede ocurrir que exista otro tipo de relación no lineal).

- Si existe una relación lineal, entonces r = 1 (correlación lineal perfecta y directa) ó r = -1 (correlación lineal perfecta e inversa).

Del simple análisis gráfico se obtiene una gran información:

- Caso A: la relación es lineal, y además es positiva o directa ya que la variable "y" aumenta proporcionalmente con "x". Existe dispersión de los puntos, por lo que "r" no se acercará a la unidad.

- Caso B: Se observa que no existe ninguna relación entre las variables. No hay variaciones sistemáticas de una variable cuando varía la otra.

- Caso C: Existe una relación lineal, inversa o negativa. Los puntos están concentrados, luego "r" estará próxima a "-1".

- Caso D: Existe una relación no lineal.

http://html.rincondelvago.com/estadistica_27.html
5.1.1 Gráficas de los datos.

5.1.2 Variables de regresión independientes.
ANALISIS DE REGRESION LINEAL CON UNA VARIABLE INDEPENDIENTE 
Las técnicas de regresión permiten hacer predicciones sobre los valores de cierta variable Y (dependiente),a partir de los de otra X (independiente) , entre las que intuimos que existe una relación. Para ilustrarlo mejor, retomemos uno de los ejemplos mencionados al principio de la unidad.

Si sobre un grupo de personas observamos los valores que toman las variables 

[image: image724.png]X = altura medida en centimetros,
Y altura medida en metros,




no es necesario hacer grandes esfuerzos para intuir que la relación que hay entre ambas es: 

[image: image725.png]5]




Obtener esta relación es menos evidente cuando lo que medimos sobre el mismo grupo de personas es 

[image: image726.png]X = altura medida en centimetros,
Y = peso en kilogramos.




La razón es que no es cierto que conocida la altura xi de un individuo,podamos determinar de modo exacto su peso yi (v.g. dos personas que miden 1,70 m pueden tener pesos de 60 y 65 kilos). Sin embargo, alguna relación entre ellas debe existir, pues parece mucho más probable que un individuo de 2 m pese más que otro que mida 1,20 m. Es más, nos puede parecer más o menos aproximada una relación entre ambas variables como la siguiente 

[image: image727.png]—110+ error.




A la deducción, a partir de una serie de datos, de este tipo de relaciones entre variables, es lo que denominamos regresión. 
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Fig. 4.1 Mediante las técnicas de regresión de una variable Y sobre una variable X, buscamos una función que sea una buena aproximación de una nube de puntos (xi,yi), mediante una curva del tipo [image: image729.png]¥ = f(x)



. Para ello hemos de asegurarnos de que la diferencia entre los valores yi e [image: image730.png]


sea tan pequeña como sea posible.


Mediante las técnicas de regresión inventamos una variable [image: image731.png]


como función de otra variable X (o viceversa), 

[image: image732.png]



Esto es lo que denominamos relación funcional. El criterio para construir [image: image733.png]


, tal como citamos anteriormente, es que la diferencia entre Y e [image: image734.png]


sea pequeña. 

[image: image735.png]



El término que hemos denominado error debe ser tan pequeño como sea posible. El objetivo será buscar la función (también denominada modelo de regresión)[image: image736.png]¥ = f(x)



 que lo minimice.

En un análisis de regresión ( que incluye una variable independiente y una dependiente ), los valores individuales se trazan en una gráfica bidimensional llamada diagrama de dispersión. Cada valor se traza en sus coordenadas X y Y particulares, veamos un ejemplo graficando la siguiente tabla

	Observación
	Tamaño del lote
pies cuadrados
	Costo de construcción
miles de dólares

	1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12 
	5
7
10
10
12
20
22
15
30
40
12
15
	31.6
32.4
41.7
50.2
46.2
58.5
59.3
48.4
63.7
85.3
53.4
54.5


Costo de construcción y tamaño del lote para una muestra aleatoria de 12 casas unifamiliares
[image: image737]
Fig. 4.2 Diagrama de dispersión del tamaño del lote en contra del costo de construcción


Un breve examén de la figura indica una clara relación creciente entre el tamaño X del lote y el costo Y de construcción. Conforme aumenta el tamaño del lote, también se incrementa el costo de construcción. En sintésis esto es lo que se estudiará en está unidad, la relación que existe entre variables 

5.1.3 Regresión lineal simple.
Regresión simple
Cuando existe una dependencia causal entre dos variables, y se toman diversas observaciones, éstas aparecen reflejadas en una nube de puntos debido al componente aleatorio, a pesar de que pueda existir una fuerte dependencia entre ellas. El objetivo de la regresión es obtener una recta (línea de regresión, denominada así por Galton) hacia la que tienden los puntos de un diagrama de dispersión, y va a definir la dependencia exacta entre las variables "x" e "y".

El modelo de la recta de regresión se ajusta a la expresión:

y = ðð + ðð * x + µ

Siendo "ðð + ðð * x" , la parte sistemática o explicada y "µ" la parte aleatoria o impredecible o perturbación, que engloba a todas las variables no explícitas en el modelo, las cuales tienen relevancia sobre el resultado de "y". Los números ðð, ðð se denominan parámetros de la recta y definen completamente el modelo. "ðð" recibe el nombre de coeficiente de regresión.

Para proceder a la estimación de los parámetros ðð y ðð se parte de las siguientes hipótesis:

- Linealidad. 

- Homocedasticidad de las perturbaciones, es decir su variabilidad se mantiene constante.

- Independencia de las perturbaciones. Sus covarianzas deben ser nulas, para que haya ausencia de autocorrelación.

- Normalidad. Las perturbaciones deben seguir el modelo de una distribución normal (0, σð).

Si de una población se extrae una muestra, se tiene la siguiente relación:

ð

y = yi + ei

ð

yi : valores medios de la variable dependiente correspondientes a los valores xi observados (valor previsto).

ei: errores o residuos debidos a los factores aleatorios de perturbación. En Estadística, residuo = valor observado - valor previsto. Se cumple siempre que ð ei = 0

Para una función lineal:

ð ð ð 

y = ð0 + ð1 x

http://html.rincondelvago.com/estadistica_27.html
ANALISIS DE REGRESION LINEAL 
Como estudiantes de ingeniería muchas veces (o casi siempre) encontamos que existe una relación entre dos (o más) variables. Por ejemplo: los pesos de hombres adultos dependen en cierto modo de sus alturas; la velocidad de reacción depende del tiempo de residencia (para los químicos); las circunferencias de los círculos dependen de sus radios y la presión de una masa dada de gas depende de su temperatura y volumen, y así podemos citar muchos ejemplos más. 

Es por eso que se desea frecuentemente expresar esta relación mediante una ecuación matemática que ligue las variables. Por lo consiguiente basándose en los datos muestrales, se desea estimar el valor de una variable Y correspondiente a un valor dado de una variable X. Esto puede conseguirse estimando el valor de Y de la curva de mínimos cuadrados (vista más adelante) que ajusta los datos muestrales. La curva resultante se llama la curva de regresión de Y sobre X, puesto que Y se estima a partir de X.

Nota.-Entiendase estimación "como un cálculo aproximado basado en observaciones y razonamientos, pero cuyo resultado no podrá nunca ser exacto"1 (si no dejaría de ser una estimación). 

Regresión Lineal Simple (Recta de Regresión) 

El problema de la regresión lineal simple entre dos variables X y Y se reduce a calcular la recta de regresión que mejor represente su distribución conjunta. Los datos se presentan como una matriz de dos columnas: 
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siendo (xi, yi), con i= 1, 2, ..., n, el i-ésimo par observado. 

Se pretende ajustar un modelo de la forma 

yi=a xi+b+ei 

bajo las siguientes hipótesis: 

1. La variable respuesta yi depende de la variable explicativa xi de forma lineal (con pendiente a y ordenada en origen b), más un factor residual aleatorio ei. 

2. Los residuos tienen distribución normal de media 0 y varianza [image: image739.png]


desconocida. 

3. Estos factores aleatorios son independientes entre sí. 

Los parámetros de la recta de regresión, a y b, se calculan siguiendo el criterio de los mínimos cuadrados, lo que lleva a los siguientes resultados: 

[image: image740.png]



siendo 

[image: image741.png]



y 

[image: image742.png]



las medias de ambas variables estadísticas. 

La varianza residual [image: image743.png]


es desconocida, siendo su estimador insesgado 

[image: image744.png]



Definiendo el coeficiente de correlación como 

[image: image745.png]


,

que sólo toma valores en el intervalo [-1, 1], nos da una idea de hasta qué punto el ajuste lineal es razonable: 

· Si r es próximo a -1: el ajuste es aceptablemente bueno, distribuyéndose las observaciones (xi, yi) alrededor de una recta de pendiente negativa. 

· Si r es próximo a 0: el ajuste no es aceptable, indicando que no existe relación lineal entre las variables. 

· Si r es próximo a +1: el ajuste es aceptablemente bueno, distribuyéndose las observaciones (xi, yi) alrededor de una recta de pendiente positiva. 

El contraste de independencia entre las variables es más objetivo que la simple observación del coeficiente de correlación r. Así se plantea comprobar si los datos observados corroboran o no la hipótesis nula: 

H0: "la variable explicativa X no influye en la respuesta Y". 

frente a la alternativa: 

H1: "la variable explicativa X influye linealmente en la respuesta Y". 

Mediante el estadístico de contraste 

[image: image746.png]



que se distribuye como una tn-2 de Student, se puede contrastar la hipótesis nula H0 al nivel de significación del 5%. 



Caso
Se dispone de los datos de ocho anestesias de diferente duración, efectuadas con un anestésico volátil y del tiempo en que se restablece la conciencia suficiente como para contar hacia atrás desde un número determinado sin error: 

	Duración
anestesia (min)
	Duración
despertar (min)

	150
	13

	127
	16

	160
	21

	210
	20

	250
	16

	130
	13

	60
	12

	55
	14


Se intenta probar la hipótesis de que la duración del despertar no está influida por la de la anestesia. 

El coeficiente de correlación para esta muestra es de 0.562231, a medio camino entre el 0 y el 1, no permitiendo dar una respuesta segura sobre el contraste; en cambio, el estadístico A toma un valor de 1.66531, del que se puede deducir que la hipótesis no puede rechazarse al nivel del 5%; en conclusión, no hay indicios de que la duración del despertar esté linealmente relacionada con el tiempo de duración de la anestesia. Si se hubiese rechazado la hipótesis de independencia, se podrían ajustar los datos a la recta de ecuación 

y = 0.03 x + 11.62, 

siendo x la duración de la anestesia e y la del despertar. 
Regresión lineal simple 

En un problema de regresión, los carácteres no son considerados de la misma forma. Uno de ellos es el carácter ''a explicar'', los otros son ''explicativos''. Vamos primero a considerar el caso de dos carácteres, [image: image747.png]


(explicativo) e [image: image748.png]


(a explicar). ''Explicar'' significa aquí expresar una dependencia funcional de [image: image749.png]


como función de [image: image750.png]


, de manera tal de prever el valor de [image: image751.png]


conociendo el de [image: image752.png]


. Si para todo individuo [image: image753.png]


, [image: image754.png]


, y si se observa un valor [image: image755.png]


del carácter [image: image756.png]


en un nuevo individuo, daremos [image: image757.png]fl@ns1)



como predicción del carácter [image: image758.png]


en este nuevo individuo. La situación ideal donde [image: image759.png]y= f()



no se encuentra nunca en la práctica. Más bien se buscará, en una familia fija de funciones, aquella para la que los [image: image760.png]


se encuentran más cerca de los [image: image761.png]f@i)



. La cercanía se mide en general por el error cuadrático medio: 

	[image: image762.png]£QU) = 23 - 1




	(3.2)


Hablamos entonces de regresión en el sentido de los mínimos cuadrados. Las diferencias entre los valores observados [image: image763.png]


y los valores que predice el modelo [image: image764.png]f@i)



, se llaman los residuos. Si el modelo se ajusta de manera tal que la serie de los residuos sea centrada (de media nula), entonces el error cuadrático [image: image765.png]EQ(f)



es la varianza de los residuos. La regresión lineal consiste en buscar [image: image766.png]


entre las funciones afines. La solución se expresa de manera simple a partir de las carácterísticas de [image: image767.png]


e [image: image768.png]


. 

Proposición 3.5   Sean [image: image769.png]


e [image: image770.png]


dos muestras observadas sobre una misma población de tamaño [image: image771.png]


. Denotemos por [image: image772.png]EQ(a, b)



la función de [image: image773.png]


en [image: image774.png]


definida por: 

[image: image775.png]1™
EQ(a0) = '_:Z‘(yi —az; = b)*.




Si [image: image776.png]


(el carácter [image: image777.png]


no es constante), la función [image: image778.png]EQ(a, b)



admite un mínimo en: 

[image: image779.png]


   y[image: image780.png]


 

El valor de este mínimo es: 

[image: image781.png]EQ@D) =sj(1-12,) .-




Definición 3.6   Llamamos recta de regresión lineal de [image: image782.png]


sobre [image: image783.png]


a la recta de ecuación [image: image784.png]


. 

Demostración:  Si fijamos [image: image785.png]


, [image: image786.png]EQ(a, b)



es un polinomio de grado [image: image787.png]


en [image: image788.png]


. El alcanza su mínimo para un [image: image789.png]b =b(a)



tal que la derivada se anule. Calculando: 
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Obtenemos por tanto [image: image791.png]


. Substituimos este valor en [image: image792.png]EQ(a, b)



 : 

[image: image793.png]FQab0) = 23 (@) - e~




Esta función es un polinomio de grado [image: image794.png]


en [image: image795.png]


, que alcanza su mínimo en el punto [image: image796.png]


donde se anula su derivada. Obtenemos: 

[image: image797.png]2B - ) =0,




sea: 

[image: image798.png]—2¢,y + 285 =0




Pongamos: 

[image: image799.png]


   y[image: image800.png]


 

Tenemos entonces para todo par [image: image801.png](a,5)



: 

[image: image802.png]EQ(,D) < EQ(a, b(a)) < EQ(a,b) -




El valor del mínimo es: 

	[image: image803.png]EQ@,D)
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	[image: image806.png]
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	[image: image811.png]$1-12,).




	 


Como se esperaba, el error cuadrático minimal es menor cuando la correlación es más fuerte. [image: image812.png]



Es importante observar la diferencia de los roles que desempeñan [image: image813.png]


e [image: image814.png]


. Geométricamente, la recta de regresión lineal de [image: image815.png]


con respecto a [image: image816.png]


minimiza la suma de las distancias verticales de los puntos [image: image817.png](@i, 33)



a la recta. La recta de regresión lineal de [image: image818.png]


con respecto a [image: image819.png]


minimiza las distancias horizontales. Las dos rectas se cortan en el centro de gravedad, [image: image820.png]


, de la nube de puntos. La separación entre las dos rectas es mayor cuando la correlación es más débil. 

La predicción es la primera aplicación de la regresión lineal. A continuación tenemos las estaturas en centímetros (muestra [image: image821.png]


) y el peso en kilogramos ([image: image822.png]


) de [image: image823.png]


niños de [image: image824.png]


años. 

	Principio del formulario

Niño

Final del formulario
	Principio del formulario

1

Final del formulario
	Principio del formulario

2

Final del formulario
	Principio del formulario

3

Final del formulario
	Principio del formulario

4

Final del formulario
	Principio del formulario

5

Final del formulario
	Principio del formulario

6

Final del formulario
	Principio del formulario

7

Final del formulario
	Principio del formulario

8

Final del formulario
	Principio del formulario

9

Final del formulario
	Principio del formulario

10

Final del formulario

	Principio del formulario

Estatura

Final del formulario
	Principio del formulario

121

Final del formulario
	Principio del formulario

123

Final del formulario
	Principio del formulario

108

Final del formulario
	Principio del formulario

118

Final del formulario
	Principio del formulario

111

Final del formulario
	Principio del formulario

109

Final del formulario
	Principio del formulario

114

Final del formulario
	Principio del formulario

103

Final del formulario
	Principio del formulario

110

Final del formulario
	Principio del formulario

115

Final del formulario

	Principio del formulario

Peso

Final del formulario
	Principio del formulario

25

Final del formulario
	Principio del formulario

22

Final del formulario
	Principio del formulario

19

Final del formulario
	Principio del formulario

24

Final del formulario
	Principio del formulario

19

Final del formulario
	Principio del formulario

18

Final del formulario
	Principio del formulario

20

Final del formulario
	Principio del formulario

15

Final del formulario
	Principio del formulario

20

Final del formulario
	Principio del formulario

21

Final del formulario


Las carácterísticas numéricas toman los siguientes valores: 
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Gráfico 14: Estatura y peso de niños de 6 años: recta de regresión. 
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Hacer una regresión lineal quiere decir que se piensa que el peso debe crecer, en general, proporcionalmente a la estatura. La recta de regresión lineal constituye un modelo de predicción. Por ejemplo diremos que el peso promedio de un niño de 6 años que mide 120 centímetros será de [image: image827.png]@120 + 5 = 23.16



kg. Evidentemente esta predicción no es infalible. Ella sólo da un orden de magnitud. El valor observado será probablemente distinto y el error previsible será del orden de [image: image828.png]VEQ@, B =12



kg. 

Como segunda aplicación se puede extender el ajuste por cuantiles a familias de leyes invariantes por transformaciones afines, como las leyes normales . Sea [image: image829.png]


una muestra continua de tamaño [image: image830.png]


para la cual queremos verificar si ella podría haber salido de una ley normal [image: image831.png]N(p,0?)



, con parámetros [image: image832.png]


y [image: image833.png]


desconocidos. Para [image: image834.png]


, denotemos como siempre por [image: image835.png]


los estadígrafos de orden. Si la hipótesis de normalidad es pertinente, entonces [image: image836.png]


debe estar cerca del cuantil [image: image837.png]Qu(uo (i/m)



de la ley [image: image838.png]N(p,0?)



. Recordemos que si una variable aleatoria [image: image839.png]


sigue la ley [image: image840.png]N(0,1)



, entonces [image: image841.png]Y=0X+p



sigue la ley [image: image842.png]N(p,0?)



. Esto es lo mismo que decir que para todo [image: image843.png]uel0,1]



: 
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Denotemos por [image: image845.png]= Qun(i/n)




los valores de la función cuantil de la ley [image: image846.png]N(0,1)



en los puntos [image: image847.png]i/n



. Si la hipótesis de normalidad se verifica, los puntos de coordenadas [image: image848.png](@0, ¥m)



deberían estar cercanos de la recta de ecuación [image: image849.png]y=o0r+p



. Una regresión lineal de las [image: image850.png]


con respecto a las [image: image851.png]


nos da a la vez una estimación de los valores de [image: image852.png]


y [image: image853.png]


, y una indicación sobre la calidad del ajuste (figura 15). Antes de que existieran los programas de cálculo, se vendía papel ''gausso-aritmético'', graduado en las abscisas según los cuantiles de la ley [image: image854.png]N(0,1)



. Bastaba poner en las ordenadas los valores de las [image: image855.png]


para trazar a mano la recta de regresión lineal, que lleva el nombre de ''recta de Henry'', por el nombre del coronel que inventó este método en el siglo XIX para estudiar el alcance de los cañones. 
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Gráfico 15: Estaturas de niños de 6 años. Cuantiles de la ley normal [image: image857.png]N(0,1)



y estadígrafos de orden. Superposición de la recta de Henry.
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El problema de la regresión es determinar en una familia de funciones dada, cual es la función que minimiza el error cuadrático (3.2). Pero es frecuente que no haya una solución explícita. Para ciertas familias de funciones, se transforma el problema de manera tal de llevarlo a una regresión lineal. Presentamos aquí algunos casos frecuentes. 
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Como ejemplo de aplicación, vamos a tomar el problema del ajuste por los cuantiles para la familia de leyes de Weibull, las cuales se emplean frecuentemente para modelar tiempos de sobrevida en medicina o tiempos de funcionamiento en fiabilidad. La función cuantil de la ley de Weibull [image: image870.png]W(a, A)



es: 
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Sea [image: image872.png]


una muestra que queremos ajustar por una ley de Weibull de parámetros [image: image873.png]


y [image: image874.png]


desconocidos. Para [image: image875.png]


, el estadígrafo de orden [image: image876.png]


debe estar cerca del cuantil [image: image877.png]Qwan(i/n)



. 
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o sea: 
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Pongamos [image: image880.png]z; = log(— log(1 —i/n))



y [image: image881.png]= log(ya)



. Los puntos [image: image882.png](@i, })



deberían estar cerca de la recta de ecuación [image: image883.png]y = (1/a)z +(1/a) log(1/)



. Una regresión lineal nos dará no solamente los valores para [image: image884.png]


y [image: image885.png]


, sino también una indicación sobre la calidad del ajuste. Antes de los programas de cálculo, existía también un ''papel Weibull'', graduado de manera tal que se podía automatizar este caso particular de regresión no lineal. 

5.1.4 Coeficientes de regresión.

5.1.5 Líneas de regresión ajustada.

5.2 Diagrama de dispersión.

5.2.1 Tabla de datos.

5.2.2 Construcción de diagramas.

5.3 Estimación mediante la línea de regresión.

Regresión Lineal Simple (Recta de Regresión) 

El problema de la regresión lineal simple entre dos variables X y Y se reduce a calcular la recta de regresión que mejor represente su distribución conjunta. Los datos se presentan como una matriz de dos columnas: 
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siendo (xi, yi), con i= 1, 2, ..., n, el i-ésimo par observado. 

Se pretende ajustar un modelo de la forma 

yi=a xi+b+ei 

bajo las siguientes hipótesis: 

4. La variable respuesta yi depende de la variable explicativa xi de forma lineal (con pendiente a y ordenada en origen b), más un factor residual aleatorio ei. 

5. Los residuos tienen distribución normal de media 0 y varianza [image: image887.png]


desconocida. 

6. Estos factores aleatorios son independientes entre sí. 

Los parámetros de la recta de regresión, a y b, se calculan siguiendo el criterio de los mínimos cuadrados, lo que lleva a los siguientes resultados: 

[image: image888.png]



siendo 

[image: image889.png]



y 

[image: image890.png]



las medias de ambas variables estadísticas. 

La varianza residual [image: image891.png]


es desconocida, siendo su estimador insesgado 

[image: image892.png]



Definiendo el coeficiente de correlación como 

[image: image893.png]


,

que sólo toma valores en el intervalo [-1, 1], nos da una idea de hasta qué punto el ajuste lineal es razonable: 

· Si r es próximo a -1: el ajuste es aceptablemente bueno, distribuyéndose las observaciones (xi, yi) alrededor de una recta de pendiente negativa. 

· Si r es próximo a 0: el ajuste no es aceptable, indicando que no existe relación lineal entre las variables. 

· Si r es próximo a +1: el ajuste es aceptablemente bueno, distribuyéndose las observaciones (xi, yi) alrededor de una recta de pendiente positiva. 

El contraste de independencia entre las variables es más objetivo que la simple observación del coeficiente de correlación r. Así se plantea comprobar si los datos observados corroboran o no la hipótesis nula: 

H0: "la variable explicativa X no influye en la respuesta Y". 

frente a la alternativa: 

H1: "la variable explicativa X influye linealmente en la respuesta Y". 

Mediante el estadístico de contraste 

[image: image894.png]



que se distribuye como una tn-2 de Student, se puede contrastar la hipótesis nula H0 al nivel de significación del 5%. 



Caso
Se dispone de los datos de ocho anestesias de diferente duración, efectuadas con un anestésico volátil y del tiempo en que se restablece la conciencia suficiente como para contar hacia atrás desde un número determinado sin error: 

	Duración
anestesia (min)
	Duración
despertar (min)

	150
	13

	127
	16

	160
	21

	210
	20

	250
	16

	130
	13

	60
	12

	55
	14


Se intenta probar la hipótesis de que la duración del despertar no está influida por la de la anestesia. 

El coeficiente de correlación para esta muestra es de 0.562231, a medio camino entre el 0 y el 1, no permitiendo dar una respuesta segura sobre el contraste; en cambio, el estadístico A toma un valor de 1.66531, del que se puede deducir que la hipótesis no puede rechazarse al nivel del 5%; en conclusión, no hay indicios de que la duración del despertar esté linealmente relacionada con el tiempo de duración de la anestesia. Si se hubiese rechazado la hipótesis de independencia, se podrían ajustar los datos a la recta de ecuación 

y = 0.03 x + 11.62, 

siendo x la duración de la anestesia e y la del despertar. 
FORMULAS DE REGRESION LINEAL SIMPLE:
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Predicción en regresión lineal simple.
Como se comentó anteriormente hay dos objetivos básicos en el ajuste de un modelo de regresión: 

- Conocer la relación existente entre la variable respuesta y las variables regresoras. En el caso de la regresión lineal simple se estima la mejor recta de regresión que relaciona la variable Y con la variable X y se cuantifica la importancia de dicha relación por medio del coeficiente de correlación, r. 

- Utilizar el modelo de regresión ajustado para “predecir” el valor de la variable respuesta Y cuando la variable regresora toma un valor determinado, X = xt.
En esta sección se estudia este segundo objetivo. Ésto es, estimada la recta de regresión, ¿cómo predecir el valor de Y sabiendo que la variable regresora toma el valor X = xt? Ante esta pregunta, se deben distinguir dos situaciones diferentes: 

Estimar la media de la distribución condicionada de Y/X = xt : E[image: image897.png]


 = mt. 
Se quiere responder a preguntas del tipo: “¿cuál es el gasto medio en material informático de las empresas que tienen unos ingresos globales de 300 millones anuales?”. 
Predecir el valor de la variable respuesta en un individuo de la población en estudio del que se sabe que X = xt. Esto es, predecir un valor de la variable condicionada Y/X=xt 

Se quiere responder a preguntas del tipo: “La empresa MEGA tiene unos ingresos anuales de 300 millones, ¿cuál será el gasto en material informático de esta empresa?”. 

5.3.1 Ecuación de la recta como ajuste de datos.

5.3.2 Modelos.
MODELOS DE REGRESION Y SUS USOS 
La naturaleza de la relación entre las variables puede adoptar muchas formas, que van desde funciones matemáticas muy sencillas hasta las muy complicadas. La relación más simple consiste en una línea recta o relación lineal.

El modelo para la línea recta (lineal) se puede representar como:

	Yi = 0 + 1Xi + i 





en donde:

0 = intercepción real con el eje Y de la población

1 = pendiente real de la población

i = error aleatorio en Y para la observacion i

En este modelo, la pendiente 1 de la recta representa el cambio unitario en Y, Y, por cambio unitario en X, X, es decir, representa la cantidad de cambio Y (positivo o negativo) para un cambio unitario particular en X. Por otra parte, la intercepción 0 con el eje Y representa un factor constante que está incluido en la ecuación. Representa el valor de Y cuando X es igual a cero. Además, la última componente, i, del modelo representa el error aleatorio en Y por cada observación que ocurre. Este término se ha incluido sólo porque el modelo estadístico es sólo una aproximación a la relación exacta entre las dos variables.

La distribución de los valores X y Y en el diagrama de dispersión influye en la selección del modelo matemático adecuado. Esto se observa claramente en la Fig. 4.3.
[image: image898]
Fig. 4.3. Ejemplos de tipos de relaciones encontrados en los diagramas de dispersión.



Es claro, del panel A de la Fig. 4.3. que generalmente los valores de Y se incrementan linealmente conforme X crece.

El panel B es un ejemplo de una relación lineal negativa. Cuando X crece, se nota que los valores de Y decrecen. Un ejemplo de este tipo de relación puede ser el precio de un de una computadora con respecto a la cantidad de ventas.

El panel C muestra un grupo de datos en el cual hay poca o ninguna relación entre X y Y. Aparecen valores altos y bajos de Y para cada valor de X. Como ejemplo se tiene el promedio de calificaciones y el índice de calificaciones.

Los datos del panel D muestran una relación curvílinea positiva entre X y Y. Los valores de Y crecen conforme X crece, pero este aumento va disminuyendo más allá de ciertos valores de X. Un ejemplo de esto podrían ser la edad y el costo de mantenimiento de una computadora. Conforme está se hace más vieja, el costo de mantenimiento puede aumentar con rapidez en un principio y, después, se nivela pasado cierto número de años.

El panel E muestra una relación parabólica o en forma de U entre X y Y. Conforme X crece, al principio Y decrece; pero, a medida que X continúa creciendo, Y no sólo deja de crecer nino que, en realidad, empieza a crecer después de tomar su valor mínimo. Un ejemplo de este tipo podría ser el aumento de errores por hora en una labor y el número de horas trabajadas. El número de errores por hora disminuiría conforme la persona adquiere más práctica en la labor, pero luego, aumentaría más allá de un cierto punto debido a factores, como fatiga y aburrimiento.

Finalmente el panel F indica una relación curvilínea, exponencial o negativa, entre X y Y. En este caso, Y decrece con mucha rapidez según X primero crece, pero luego decrece con mucha menos rapidez a medida que X crece más. Un ejemplo de esta relación exponencial podría ser el valor de reventa de un automóvil y su edad. En el primer año, el valor de reventa sufre un descenso muy fuerte en su precio original; sin embargo, luego, el valor de reventa disminuye con mucha menos rapidez en los años siguientes.

Es una práctica común de los ingenieros dibujar los pares de datos sobre varias clases de hojas para gráficas, con el fin de determinar si para una escala de transformación adecuada los puntos caerán cerca de una línea recta.

Resumiendo lo anterior se puede establecer entonces que los modelos de regresión más usados en aplicaciones ingenieriles son los siguientes:

· y = b + mx ................................ Regresión lineal

· y = b + m lnx ............................ Regresión logarítmica

· y = bemx o ln y = ln b + mx ....... Regresión lineal

· y = bxm o ln y = ln b + m lnx ..... Regresión de potencia

Para cada uno de estos modelos generales, el modelo de regresión hallará una intercepción (b ó 0) y una pendiente (m ó i) que corresponde al ajuste de los mínimos cuadrados de ese modelo.
5.4 Métodos de mínimos cuadrados.
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METODO DE MINIMOS CUADRADOS [image: image900.png]




Para proceder al método de estimación, debe notarse que existen varios métodos, todos los cuales dan resultados aceptables. Para nuestros propósitos será suficiente discutir y emplear el método de los mínimos cuadrados. Con el uso de este método se pueden obtener excelentes resultados. De hecho, si se hace la suposición común de normalidad, el método de los mínimos cuadrados es equivalente al de máxima probabilidad (otro metódo de estimación).

Cuando se haya decidido ajustar una línea recta a un conjunto de datos dado, uno se enfrenta a un gran problema, es decir, el de obtener la ecuación de la recta particular que en algún sentido ofrezca el mejor ajuste posible. Para mostrar lo que interviene en esto, consideremos los siguientes datos de muestra que se obtuvieron en un estudio de la relación que existe entre el número de años que han estudiado alemán los solicitantes de ciertos empleos de servicio en el extranjero, en la preparatoria o la universidad y las calificaciones que obtuvieron en un examen del dominio de ese idioma.

	Número de años
X
	Calificaciones 
en la prueba
Y

	3
4
4
2
5
3
4
5
3
2
	57
78
72
58
89
63
73
84
75
48




Si se trazan los puntos que corresponden a estas 10 parejas de valores como se muestra en la Figura, se observa que, aunque no todos los puntos estén situados sobre la línea recta, el modelo integral de la relación lo describe razonablemente bien la línea. 

[image: image901]
Datos sobre el número de años que se studió alemán y la calificación obtenida en la prueba de dominio del idioma



No existe desviación aparente de la linealidad en el modelos de los puntos, de manera que nos sentimos justificados al decidir que una línea recta es una descripción adecuada de la relación subyacente.

Ahora debemos de obtener la ecuación de la recta que en algún sentido proporcione el mejor ajuste a los datos y que, se espera, más adelante producirá las predicciones posibles más adecuadas de Y para valores dados de X. En términos lógicos no existe límite para el número de líneas rectas que se pueden trazar en una hoja de papel, por ejemplo, el la figura anterior. Alunas rectas se ajustarían a los datos en forma tan deficiente que las podremos considerar en forma seria, pero muchas otras se aproximarían mucho y el problema consiste en determinar la línea que "mejor" se ajuste a los datos en algún sentido bien definido. Si todos los puntos se situaran en realidad sobre una línea recta no habría problema, pero éste es un caso extremo que rara vez se encuentra en la práctica. En general, tenemos que estar satisfechos con una recta que tenga ciertas propiedades deseables, sin llegar a la perfección.

El criterio que hoy en día se utiliza casi exclusivamente para definir un "mejor" ajuste data de la primera parte del siglo XIX y de los trabajos del matemático francés Adrien Legendre. A éste se le denomina método de los mínimos cuadrados y requiere que la suma de las desviaciones (distancias) verticales de los puntos a las rectas sea lo menor posible.

Para explicar por qué se hace esto, nos referiremos a la siguiente figura, donde se trazaran los puntos correspondientes a los datos siguientes.

	Población
X
	Población
Y

	3
4
4
2
5
3
4
5
3
2
	57
78
72
58
89
63
73
84
75
48


[image: image902]
Errores cometidos mediante el uso de la recta dada para "predecir" los valores de y para x = 1 y x = 9



y que más o menos arbitrariamente se "ajusten" a una línea recta; en realidad la línea se trazó pasando por los puntos (1,8 y (9,4).

Si se hubiese utilizado esta línea recta para predecir los valores de Y para los valores de X dados, es decir, si se hubiese marcado x = 1, x = 5 y x = 9 sobre la escala horizontal y se hubiese utilizado la recta para leer los valores de Y correspondientes, se habría obtenido 8,6 y 4. Los errores de estas "predicciones" son 6-8 = 2, 5-5 = 1 y 7 - 4 = 3, y en la figura anterior son las distancias verticales de los puntos a la recta.

La suma de estos errores es (-2) + (-1) + 3 = 0, pero esto no es indicativo de su tamaño. Al elevar al cuadrado los errores, se descubre que la suma de los cuadrados de los errores es (-2)s + (-1)2 + 32 = 14.

Ahora ajustemos otra recta a los mismos puntos de datos como antes. Lo que se muestra en la siguiente Figura realmente pasa por los puntos (1,5) y (9,6), y juzgando a simple vista, parece que proporciona un ajuste mucho mejor que la recta de la figura siguiente.

[image: image903]
Errores cometidos al utilizar la segunda recta para "predecir" los valores de y para x = 1, x = 5 y x = 9



Como se puede verificar sin dificultad, los errores de las "prediciones", las diferencias entre los valores observados de Y y los valores correspondientes tomados de la recta son ahora 6 - 5 = 1, 5 - 5.5 = -0.5 y 7-6= 1.

La suma de estos errores es 1 + (-0.5) + 1 = 1.5, que es mayor que la suma que se obtuvo para los errores cometifos con la recta de la figura anterior, pero repetimos esto no es indicativo de su tamaño. Por otra parte, la suma de los cuadrados de los errores es ahora 1s + (-0.5)2 + 12 = 2.25 y esto es mucho menor que el valor de 14 que se obtuvo anteriormente. En realidad, esto es indicativo del hecho de que la recta de la figura pasada ofrece un menor ajuste que la recta de esta figura y se define la recta "que mejor se ajusta" como aquella para la cual la suma de los cuadrados de los errores es lo menor posible. A esta recta se le denomina recta de mínimos cuadrados 

Ahora sí entremos de lleno en el método, para demostrar cómo se ajusta en realidad una recta de mínimos cuadrados a un conjunto de datos en pareja, consideremos n parejas de números (x1,y1, (x2,y2,...., y (xn,yn, que podrían representar muchas cosas por ejemplo las alturas y pesos de n personas, los coeficientes intelectuales de n madres e hijos, etc. Si escribimos la ecuación de la recta como [image: image904]= a + bx, donde el simbolo [image: image905]se utiliza para hacer una distinción entre los valores observados de Y y los valores correspondientes de [image: image906], el métodos de los mínimos cuadrados requiere que se minimice la suma de los cuadrados de los errores entre las Y y las [image: image907]como se muestra en la Figura

[image: image908]
Recta de mínimos cuadrados



Esto requiere decir que debemos obtener los valores numéricos de las constantes a y b que figuran en la ecuación [image: image909]= a + bx para lo cual

[image: image910]


es lo menor posible.
[image: image911.png]


ESTIMADORES DE MINIMOS CUADRADOS [image: image912.png]




En la sección anterior se utilizó una recta de mínimos cuadrados para predecir que una persona que ha estudiado alemán por dos años en la preparatoria obtendrá una calificación de 53.33 en la prueba de dominio, pero aunque interpretemos la recta correctamente como una recta de regresión (es decir que se traten las predicciones hechas a partir de ella como promedios o valores esperados), todavía tienen que responderse varias preguntas.

· ¿ De que cálidad son los valores que se obtuvieron para las cosnatntes a y b en la ecuación [image: image913]= a + bx? Después de todos, a = 31.53 y b= 10.90 son sólo estimaciones basados en datos de muestra, y si basamos el trabajo en una muestra de otros 10 solicitantes de los empleos de servicio en el extranjero, el método de los mínimos cuadrados nos llevará probablemente a obtener diferentes valores de a y b.

· ¿ De qué cálidad es una estimación del 53.33 de la calificación promediod de personas que han estudiado por dos años alemán en la preparatoria?

En la primera de estas preguntas se dijo que a= 31.53 y b= 10.90 son "solamente estimaciones basadas en datos de muestra", y esto implica la existencia de valores verdaderos correspondientes, por lo general representados por  y  y se denominan coeficientes de regresión y, por tanto, de una recta de regresión verdadera [image: image914]=  + x. Para hacer la distinción entre a y b, y  y , nos referimos a la primera como coeficientes de regresión estimados

Para aclarar la idea de una recta de regresión verdadera [image: image915]=  + x, considere la siguiente Figura, que muestra las distribuciones de Y para diferentes valores de X. En conexión con el ejemplo de el subtema anterior, estas curvas representan las distribuciones de las calificaciones obtenidas en la prueba de dominio de personas que han estudiado, respectivamente, uno, dos o tres años de alemán en la preparatoria. Para completar el esquema, podemos visualizar curvas similares correspondientes a todos los otros valores de X dentro del intervalo de valores en consideración.

En el análisis de regresión lineal se supone que las X son constantes conocidas y que para cada X la variable aleatoria Y tiene cierta distribución con la media  + x. En el análisis de regresión normal se supone además que estas distribuciones son normales con la misma desviación estándar . En otras palabras, las distribuciones que se ilustran en la Figura, y también las que se suman mentalmente, son curvas normales con medias situadas sobre la recta y =  + x y la misma desviación estándar .

Con base en estas suposiciones podemos hacer todo tipo de deducciones acerca de los coeficientes de regresión  + x. Todas ellas requieren que estimemos , la desviación estándar común de las distribuciones y la estimación que se utilizará para este fin se denomina error estándar de la estimación y se representa por medio de SYX y se define:

[image: image916]


en donde

Yi = valor real de Y para un Xi dado

[image: image917]= valor predicho de Y para un Xi dado



El cálculo del error estándar de la estimación con ul uso de la ecuación anterior requeriría el cálculo del valor predicho de Y por cada valor X en la muestra. Sin embargo, el cálculo se simplificaría, debido a la siguiente identidad:

[image: image918]


El error estándar de la estimación SYX, se puede, por tanto, obtener con el uso de la siguiente fórmula para cálculo:

[image: image919]



[image: image920.png]


ESTIMACION DE LA VARIANZA DE ERRORES [image: image921.png]



Consideremos la nube de puntos formadas por las n parejas de datos (xi,yi). El centro de gravedad de esta nube de puntos es [image: image922.png]@7



, o bien podemos escribir simplemente [image: image923.png](=,7)



si los datos no están ordenados en una tabla de doble entrada. Trasladamos los ejes XY al nuevo centro de coordenadas [image: image924.png](=,7)



. Queda así dividida la nube de puntos en cuatro cuadrantes como se observa en la figura. Los puntos que se encuentran en el primer y tercer cuadrante contribuyen positivamente al valor de [image: image925.png]Sxy



, y los que se encuentran en el segundo y el cuarto lo hacen negativamente. 
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Figura: Interpretación geométrica de [image: image927.png]Sxy




De este modo: 

· Si hay mayoría de puntos en el tercer y primer cuadrante, ocurrirá que [image: image928.png]Sxy 20



, lo que se puede interpretar como que la variable Y tiende a aumentar cuando lo hace X; 

· Si la mayoría de puntos están repartidos entre el segundo y cuarto cuadrante entonces [image: image929.png]Sxy <0



, es decir, las observaciones Y tienen tendencia a disminuir cuando las de X aumentan; 

· Si los puntos se reparten con igual intensidad alrededor de [image: image930.png]@7



, entonces se tendrá que [image: image931.png]


. 

Por el momento no pretendemos encontrar relaciones tan complicadas entre variables, pues nos vamos a limitar al caso de la regresión lineal. Con este tipo de regresiones nos conformamos con encontrar relaciones funcionales de tipo lineal, es decir, buscamos cantidades a y b tales que se pueda escribir 

[image: image932.png]V—a+b-X





con el menor error posible entre [image: image933.png]


e Y, o bien 

[image: image934.png]



de forma que [image: image935.png]9%



sea una variable que toma valores próximos a cero. 

Obsérvese que la relación anterior explica cosas como que si X varía en 1 unidad, [image: image936.png]


varía la cantidad b. Por tanto: 

· Si b>0, las dos variables aumentan o disminuyen a la vez; 

· Si b<0, cuando una variable aumenta, la otra disminuye. 

Por tanto, en el caso de las variables peso y altura lo lógico será encontrar que b>0. 

El problema que se plantea es entonces el de cómo calcular las cantidades a y b a partir de un conjunto de n observaciones 
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de forma que se minimice el error. Las etapas en que se divide el proceso que vamos a desarrollar son de forma esquemática, las que siguen: 

1. 

Dadas dos variables X, Y, sobre las que definimos 

[image: image938.png]+bX




medimos el error que se comete al aproximar Y mediante [image: image939.png]


calculando la suma de las diferencias entre los valores reales y los aproximados al cuadrado (para que sean positivas y no se compensen los errores): 
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2. 

Una aproximación [image: image941.png]V=a+bX



de Y, se define a partir de dos cantidades a y b. Vamos a calcular aquellas que minimizan la función 
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3. 

Posteriormente encontraremos fórmulas para el cálculo directo de a y b que sirvan para cualquier problema. 


Regresión de Y sobre X
Para calcular la recta de regresión de Y sobre X nos basamos en la figura. 

Figura: Los errores a minimizar son las cantidades [image: image943.png]



[image: image944.png]



Una vez que tenemos definido el error de aproximación mediante la relación anterior las cantidades que lo minimizan se calculan derivando con respecto a ambas e igualando a cero (procedimiento de los mínimos cuadrados): 
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<>Las relaciónes anteriores se denominan ecuaciones normales. La primera se escribe como 
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Sustituyendo se tiene que 
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Lo que nos da las relaciones buscadas: 
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La cantidad b se denomina coeficiente de regresión de Ysobre X. 

Regresión de X sobre Y
Las mismas conclusiones se sacan cuando intentamos hacer la regresión de X sobre Y, pero ¡atención!: Para calcular la recta de regresión de X sobre Y es totalmente incorrecto despejar de 

[image: image950.png]17=a+bX=:»X=%(l7—a)




Pues esto nos da la regresión de X sobre [image: image951.png]


, que no es lo que buscamos. La regresión de X sobre Y se hace aproximando X por [image: image952.png]


, del modo 

[image: image953.png]+bY




donde 
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pues de este modo se minimiza, en el sentido de los mínimos cuadrados, los errores entre las cantidades xi y las [image: image956.png]



	Figura: Los errores a minimizar son las cantidades [image: image957.png]
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Ejemplo

En una muestra de 1.500 individuos se recogen datos sobre dos medidas antropométricas X e Y. Los resultados se muestran resumidos en los siguientes estadísticos: 

[image: image959.png]



Obtener el modelo de regresión lineal que mejor aproxima Y en función de X. Utilizando este modelo, calcular de modo aproximado la cantidad Y esperada cuando X=15. 

Solución: 

Lo que se busca es la recta, [image: image960.png]V=a+b-X



, que mejor aproxima los valores de Y (según el criterio de los mínimos cuadrados) en la nube de puntos que resulta de representar en un plano (X,Y) las 1.500 observaciones. Los coeficientes de esta recta son: 

[image: image961.png]



[image: image962.png]—b-7=100—-11,25x 14





Así, el modelo lineal consiste en: 

[image: image963.png]V= -57,5+11,25-X




Por tanto, si x=15, el modelo lineal predice un valor de Y de: 

[image: image964.png]—57,5+11,25-2

57,5+ 11,25 x 15 = 111,25




En este punto hay que preguntarse si realmente esta predicción puede considerarse fiable. Para dar una respuesta, es necesario estudiar propiedades de la regresión lineal que están a continuación. 

Propiedades de la regresión lineal

Una vez que ya tenemos perfectamente definida [image: image965.png]


, (o bien [image: image966.png]


) nos preguntamos las relaciones que hay entre la media y la varianza de esta y la de Y (o la de X). La respuesta nos la ofrece la siguiente proposición: 

Proposición

En los ajustes lineales se conservan las medias, es decir 

[image: image967.png]—




En cuanto a la varianza, no necesariamente son las mismas para los verdaderos valores de las variables X e Y y sus aproximaciones [image: image968.png]


y [image: image969.png]


, pues sólo se mantienen en un factor de r2, es decir, 

[image: image970.png]



Demostración 

Basta probar nuestra afirmación para la variable Y, ya que para X es totalmente análogo: 

[image: image971.png]



[image: image972.png]Sy





donde se ha utilizado la magnitud que denominamos coeficiente de correlación, r, y que ya definimos anteriormente como 

[image: image973.png]_ _Sxvy
=3xSy





Observación

Como consecuencia de este resultado, podemos decir que la proporción de varianza explicada por la regresión lineal es del [image: image974.png]r?-100%



. 

Nos gustaría tener que r=1, pues en ese caso ambas variables tendrían la misma varianza, pero esto no es cierto en general. Todo lo que se puede afirmar, como sabemos, es que 

[image: image975.png]



y por tanto 

[image: image976.png]0<82 <82




La cantidad que le falta a la varianza de regresión, [image: image977.png]S’y



, para llegar hasta la varianza total de Y,[image: image978.png]


, es lo que se denomina varianza residual, que no es más que la varianza de [image: image979.png]


, ya que 
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El tercer sumando se anula según las ecuaciones normales expresadas. 
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Por ello 

[image: image982.png]



Obsérvese que entonces la bondad del ajuste es 

[image: image983.png]



Para el ajuste contrario se define el error como [image: image984.png]


, y su varianza residual es también proporcional a 1-r2: 

[image: image985.png]5% =8% -84 =8%(1-1?)




y el coeficiente de determinación (que sirve para determinar la bondad del ajuste de X en función de Y) vale: 

[image: image986.png]Ry, =1-2f =1-(1-r?) =1’

R




lo que resumimos en la siguiente proposición: 

Proposición

Para los ajustes de tipo lineal se tiene que los dos coeficientes de determinación son iguales a r2, y por tanto representan además la proporción de varianza explicada por la regresión lineal: 

Por ello: 

· Si [image: image987.png]|71



el ajuste es bueno (Y se puede calcular de modo bastante aproximado a partir de X y viceversa). 

· Si [image: image988.png]|r|=0



las variables X e Y no están relacionadas (linealmente al menos), por tanto no tiene sentido hacer un ajuste lineal. Sin embargo no es seguro que las dos variables no posean ninguna relación en el caso r=0, ya que si bien el ajuste lineal puede no ser procentente, tal vez otro tipo de ajuste sí lo sea. 

Ejemplo

De una muestra de ocho observaciones conjuntas de valores de dos variables X e Y, se obtiene la siguiente información: 

[image: image989.png]Yowi=24; Y myi=64 Y =40
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Calcule: 

1. 

La recta de regresión de Y sobre X. Explique el significado de los parámetros. 

2. 

El coeficiente de determinación. Comente el resultado e indique el tanto por ciento de la variación de Y que no está explicada por el modelo lineal de regresión. 

3. 

Si el modelo es adecuado, ¿cuál es la predicción [image: image991.png]


para x=4. 

Solución: 

1. 

En primer lugar calculamos las medias y las covarianza entre ambas variables: 
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Con estas cantidades podemos determinar los parámetros a y b de la recta. La pendiente de la misma es b, y mide la variación de Ycuando X aumenta en una unidad: 

[image: image993.png]



Al ser esta cantidad negativa, tenemos que la pendiente de la recta es negativa, es decir, a medida que X aumenta, la tendencia es a la disminución de Y. En cuanto al valor de la ordenada en el origen, a, tenemos: 

[image: image994.png]



Así, la recta de regresión de Y como función de X es: 

[image: image995.png]V =85-1,1667-X




2. 

El grado de bondad del ajuste lo obtenemos a partir del coeficiente de determinación: 

[image: image996.png]Sxy.
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Es decir, el modelo de regresión lineal explica el [image: image997.png]68%



de la variabilidad de Y en función de la de X. Por tanto queda un [image: image998.png]32%



de variabilidad no explicada. 

3. 

La predicción que realiza el modelo lineal de regresión para x=4 es: 

[image: image999.png]8,5-1,1667-2

5 — 1,6667 x





la cual hay que considerar con ciertas reservas, pues como hemos visto en el apartado anterior,hay una razonable cantidad de variabilidad que no es explicada por el modelo. 

Ejemplo
En un grupo de 8 pacientes se miden las cantidades antropométricas peso y edad, obteniéndose los siguientes resultados: 

	 
	Resultado de las mediciones

	[image: image1000.png]


edad
	12
	8
	10
	11
	7
	7
	10
	14

	[image: image1001.png]


peso
	58
	42
	51
	54
	40
	39
	49
	56


¿Existe una relación lineal importante entre ambas variables? Calcular la recta de regresión de la edad en función del peso y la del peso en función de la edad. Calcular la bondad del ajuste ¿En qué medida, por término medio, varía el peso cada año? ¿En cuánto aumenta la edad por cada kilo de peso? 

Solución: 

Para saber si existe una relación lineal entre ambas variables se calcula el coeficiente de correlación lineal, que vale: 
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=10,9431




ya que 
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Por tanto el ajuste lineal es muy bueno. Se puede decir que el ángulo entre el vector formado por las desviaciones del peso con respecto a su valor medio y el de la edad con respecto a su valor medio, [image: image1004.png]


, es: 

[image: image1005.png]



es decir, entre esos vectores hay un buen grado de paralelismo (sólo unos 19 grados de desviación). 

La recta de regresión del peso en función de la edad es 
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La recta de regresión de la edad como función del peso es 

[image: image1007.png]g 8 =
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que como se puede comprobar, no resulta de despejar en la recta de regresión de Y sobre X. 

La bondad del ajuste es 

[image: image1008.png]



por tanto podemos decir que el [image: image1009.png]88,94%



de la variabilidad del peso en función de la edad es explicada mediante la recta de regresión correspondiente. Lo mismo podemos decir en cuanto a la variabilidad de la edad en función del peso. Del mismo modo puede decirse que hay un [image: image1010.png]100 — 88,94% = 11,06%



de varianza que no es explicada por las rectas de regresión. Por tanto la varianza residual de la regresión del peso en función de la edad es 

[image: image1011.png]SZ =(1-1%) -8 =0,1106 x 48,4844 = 5,33 Kg’




y la de la edad en función del peso: 

[image: image1012.png]S2 =(1-1?)-8% =0,1106 x 5,3594 = 0,59 afios’




Por último la cantidad en que varía el peso de un paciente cada año es, según la recta de regresión del peso en función de la edad, la pendiente de esta recta, es decir, b1=2,8367 Kg/año. Cuando dos personas difieren en peso, en promedio la diferencia de edad entre ambas se rige por la cantidad b2=0,3136 años/Kg de diferencia. 

5.4.1 Ecuaciones normales.
Como se requieren procesos de cálculo o álgebra muy tediosa para determinar las expresiones de a y b que minimizan esta suma, simplemente aseveramos el resultado de que están dadas por las soluciones de a y b del siguiente sistema de ecuaciones lineales:

[image: image1013]
[image: image1014]


En estas ecuaciones, llamadas ecuaciones normales de donde:

n = es el número de parejas de observaciones

x y y = son las sumas de las X y Y observadas

x2 = es la suma de los cuadrados de las X Y
y xy = es la suma de los productos que se obtienen al multiplicar cada X por la Y correspondiente.



Veamos un ejemplo para aplicar lo aprendido hasta ahora

Ajuste una recta de mínimos cuadrados a los datos de los siguientes datos, que pertenecen a los números de años que han estudiado alemán en la escuela ciertos solicitantes de empleos de servicio en el extranjero y las calificaciones que han obtenido en una prueba de dominio del idioma

	Población
X
	Población
Y

	3
4
4
2
5
3
4
5
3
2
	57
78
72
58
89
63
73
84
75
48




Solución

Las sumas que se necesitan para hacer la sustitución en las ecuaciones normales se obtienen al realizar los cálculos que se muestran en la tabla siguiente

[image: image1015]


(Existen muchas calculadores en las cuales se pueden acumular directamente las diversas sumas, de manera que no se necesita cubrir todos los detalles. En realidad, las calculadoras arrojan los valores de a y b casi directamente despues de registrar los datos y pulsar los botones correspondientes). Al sustituir x = 35, y = 697, x2 = 133, xy = 2 554 y n = 10 en las dos ecuaciones normales, se obtiene

698 = 10a + 35b

2 554 = 35a + 133b



y ahora se deben resolver estas dos ecuaciones lineales simultáneas para determinar a y b. Existen varias formas en las que se puede hacer esto ( la más simple, quizá, es el método de eliminación). Aplicando este método, eliminaremos a al multiplicar las expresiones en ambos lados de la primera ecuación normal por 7, multiplicando las expresiones de ambos lados de la segunda ecuación normal por 2 y despupes "restando iguales de iguales". Por tanto se obtiene

4879 = 70a + 245b

5108 = 70a + 266b



y por medio de la resta 229 = 21b. Por tanto, b = 229/21 = 10.90 y si sustituimos este valor en la primera de las dos ecuaciones originales, se obtiene 697 = 10a + 35(10.90), 697 = 10a + 381.5, 10a = 315.5 y por último a = 315.5/10 = 31.55. Por tanto, la ecuación de la recta de mínimos cuadrados es

[image: image1016]= 31.55 + 10.90x



Como alternativa a este procedimiento podemos utilizar las formulas que siguen, que se obtienen cuando se resuelven simbólicamente las dos ecuaciones normales para determinar a y b:

[image: image1017]
[image: image1018]


Estas fórmulas se pueden presentar en otras formas diversas. LA forma en que se dan aquí requiere de monos divisores, y, por tanto, menos redondeo, pero apliquemos estas ecuaciones al ejemplo anterior

Solución

Al sustituir n = 10 y las diversas sumas que se obtuvieron en la tabla anterior, se obtiene

[image: image1019]

y

[image: image1020]


La diferencia entre los valores de a que se obtienen por medio de los dos métodos, 31.55 y 31.53, se debe al redondeo.

Existe otra manera más de determinar a y b que a menudo se utiliza por su comodidad. Primero se calcula b usando la fórmula anterior, y después se sustituye su valor en la fórmula que sigue:

[image: image1021]


que se obtuvo al resolver la primera ecuación normal para determinar a. En relación con el ejemplo anterior donde se obtuvo b = 10.90, se obtendría de este modo

[image: image1022]


En la siguiente figura se muestra una impresión generada por computadora del problema de regresión lineal anterior. Los valores que se obtuvieron de a y b son 31.533 y 10.905, que se dan en la columna con el encabezado "COEFICIENTE". Las diferencias entre los resultados obtenidos antes y la impresión se deben al redondeo.

[image: image1023]


Cuando se ha determinado la ecuación de una recta de mínimos cuadrados, se puede utilizar para hacer predicciones

Utilice la recta de mínimos cuadrados [image: image1024]= 31.53 + 10.90x para determinar la calificación de una prueba de dominio de un solicitante que ha estudiado alemán dusrante dos años.

Solución

Al sustituir x = 2 en la ecuación, se obtiene 

[image: image1025]= 31.53 + 10.90(2) = 53.33



y está es la mejor predicción que se puede hacer en el sentido de los mínimos cuadrados.

Cuando hacemos una predicción como ésta, en realidad no podemos esperar que siempre obtengamos la respuesta correcta ( de hecho,posiblemente no podamos estar correctos cuando la respuesta tenga que ser número entero, como en el ejemplo y que la respuesta es 53.33). Por tanto, para hacer predicciones significativas con base en rectas de mínimos cuadrados, debemos considerar a estas predicciones como promedios o bien como esperanzas matemáticas. Interpretando de esta manera, nos referimos a rectas de mínimos cuadrados que nos permiten leer, o calcular valores esperados de Y en relación con valores dados de X como líneas de regresión. Mejor aún, nos referimos a estas líneas como líneas de regresión estimadas, debido a que los valores de a y b se determinan sobre la base de datos de muestra.
5.4.2 Estimación de los coeficientes de regresión.

5.5 Error estándar de estimación.

5.6 Coeficientes de determinación y correlación.

[image: image1026.png]


COEFICIENTE DE DETERMINACION [image: image1027.png]




A fin de poder determinar qué tan bien predice la variable independiente a la variable dependiente en el modelo estadístico, se necesita desarrollar varias medidas de variación. La primera medida, la variación total , es una medida de la variación de los valores de Y en torno a su media, Y. En un problema de regresión, la variación total en Y, la variable dependiente, se puede dividir en variación explicada, o sea, la que es atribuible a la relación entre X y Y y la variación no explicada, atribuible a factores que no sean la relación entre X y Y. Estas diferentes medidas de la variación se pueden ver en el siguiente esquema.

[image: image1028]
Medidas de variación en regresión
La variación explicada representa la diferencia entre [image: image1029](el valor promedio de Y) y [image: image1030](el valor de Y que se predicirá con la relación de regresión). La variación no explicada representa la parte de la variación en Y que no se explica con la regresión y está basada en la diferencia entre Yi (el valor real de Y) y [image: image1031](el valor predicho de Y para una X dada). Estas medias de variación se pueden representar como sigue:

Variación total = variación explicada + variación no explicada 
[image: image1032]
[image: image1033]
[image: image1034]


de modo que

variación explicada = variación total - variación no explicada 



Ahora, el coeficiente de determinación r2, se puede definir como

[image: image1035]


es decir, el coeficiente de determinación mide la proporción de variación que se explica con la variable independiente para el modelo de regresión.


[image: image1036.png]


COEFICIENTE DE CORRELACION [image: image1037.png]



Hasta ahora en esta unidad, se ha tratado de la prediccón de la variable dependiente Y con base en la variable independiente X. Además, como se ha mencionado, la correlación mide el grado de asociación entre las dos variables. En la Fig. 4.4. se ilustran tres tipos diferentes de asociación entre variables: correlación negativa perfecta, la correlación positiva perfecta y la no correlación.

[image: image1038]
Fig. 4.4.Tipos de asociación entre variables


La fuerza de una relación entre dos variables se suele medir con el coeficiente p de correlación cuyos valores van desde -1 para la correlación negativa perfecta hasta +1 para la correlación positiva perfecta.

El panel A de la Fig. 4.4. ilustra una regresión lineal negativa perfecta, entre X y Y. Por tanto, hay una relación perfecta uno a uno entre X y Y, de modo que Y disminuirá en una forma perfectamente predecible según aumenta X. El panel B, ilustra un ejemplo en el cual no hay relación entre X y Y. Según aumenta X no hay cambio en Y, de modo que no hay asociación entre el valor de X y el valor de Y. Por el contrario, el panel C ilustra una correlación positiva perfecta entre X y Y. En este caso, Y aumenta en una forma perfectamente predecible según aumenta X.

Para problemas orientados a la regresión, el coeficiente de correlación (r) de la muestra, se puede obtener de un modo fácil con la siguiente ecuación como sigue:

[image: image1039]


de modo

[image: image1040]


En la regresión lineal simple, r toma el signo de b1. Si b1 es positivo, r es positivo. Si b1 es negativo r es negativo. Si b1 es cero, r es cero.

Hasta ahora se ha interpretado el coeficiente de correlación, desde el punto de vista de su regresión. Como se menciono al principio de la unidad, la regresión y la correlación son dos técnicas separadas: la regresión se ocupa de la predicción y la correlación, de la asociación. Para muchas aplicaciones, al investigador sólo le interesa medir la asociaición y la covarianza entre las variables y no usar una variable para predecir otra. La formula anterior es muy apropiada cuando se hace el análisis de correlación junto con la regresión. Pero, si sólo se efectúa el análsis de correlación en un grupo de datos, el coeficiente r de correlación de la muestra se puede calcular directamente con el uso de la siguiente formula:

[image: image1041]


o como alternativa

[image: image1042]


Veamos ahora un ejemplo, en el que se tabulan las pulsaciones contra la temperatura

	(pulsaciones/minuto)
X
	(°Centígrados)
Y

	100
80
115
55
110
85
75
125
65
90
	40
38.5
39.5
36.5
41
39.5
37.5
41
38
38


Se pueden representar cada par de valores en un diagrama de coordenadas, obteniendo así un diagrama de dispersión o nube de puntos. La observación de este diagrama da una idea de la tendencia creciente o decreciente de la nube.
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Observamos en la figura que cuando las pulsaciones aumentan, la temperatura tiende a aumentar. Ahora hay que cuantificar esta relación. Para ello se dibuja sobre el diagrama el punto correspondiente a las p/m y temperatura medias. Es el "centro de gravedad" de la nube de puntos, y por él pasan dos ejes que dividen la nube en cuatro cuadrantes que denominaremos I, II, III, y IV. Cuando la nube de puntos se concentra en los cuadrantes I y III, la nube es creciente 
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Definimos ahora un índice que se comporte de forma diferente en los cuadrantes I y III que en los cuadrantes II y IV. Para ello se define el producto:

[image: image1045.png](x - mx).(y - my)






para cada paciente. Este producto es positivo en los cuadrantes I y III, y negativo en los cuadrantes II y IV. Sumando todos los productos y dividiendo por el número total de individuos obtenemos la covarianza (p):
[image: image1046.png]Zx - m, Xy -m,)







A partir de la covarianza, dividiéndola por el producto de las desviaciones típicas de las dos variables, obtenemos el coeficiente de correlación de Pearson, representado por la letra r: 

[image: image1047.png]





Este coeficiente toma valores de -1 a 1. En el ejemplo, su valor es de 0,89. A continuación es necesario estudiar la significación estadística del coeficiente de correlación. Para ello se obtiene su error estándar:

[image: image1048.png]





Cuando el valor de r hallado supere a este valor multiplicado por la t de Student con n-2 grados de libertad, diremos que el coeficiente de correlación es significativo.

Al calcular el intervalo de confianza del coeficiente de correlación se presenta un problema. Este intervalo no es simétrico; un coeficiente de 0,8, por ejemplo, tendría un límite superior más cercano por la derecha que por la izquierda. Por ello se realiza la transformación de Fisher. Cualquier coeficiente r puede ser transformado en un coeficiente z mediante la expresión:

[image: image1049.png]





Siendo Ln el logaritmo neperiano. La transformada z sigue una distribución normal. El error estándar de z tiene por valor:

[image: image1050.png]





Para calcular el intervalo de confianza del coeficiente de correlación deberemos, por tanto: transformar el r hallado en la muestra en un valor z mediante una tabla de conversión; calcular el error estándar de z; multiplicarlo por 1,96 o 2,6 según el nivel de significación deseado; sumar y restar a cada lado de z; y, por último, deshacer la transformación inicial, mediante la misma tabla de conversión.

En resumen se puede decir que coeficiente de correlación es el porcentaje de la suma de cuadrados del modelo respecto a la suma de cuadrados de la variable dependiente.

El valor máximo para r2 es 1, ya que lo más que puede valer es cien por ciento. Este valor máximo se daría solamente en la situación en que el pronóstico mediante el modelo lineal fuera perfecto. 

Aún en este caso cabría preguntarnos si ¿el hecho de que el modelo resultó perfecto para las zonas "dato", significa que lo será para la zona "nueva"?; pero esta pregunta se sale de nuestro alcance. 

El valor más pequeño posible para r2 es 0. Esta situación se presentará en el otro caso extremo en el que el modelo es totalmente inútil.

Las situaciones reales se presentan en medio de estos dos extremos. Usualmente r2 toma valores entre 0 y 1. Un valor más cercano a 1 quiere decir que el modelo es mejor.

No se puede establecer, en forma general, un buen valor para el porcentaje representado por r2. El porcentaje será bueno o malo dependiendo del número de datos con los que se hizo la regresión y del número de variables independientes usadas. Es preciso realizar una prueba de hipótesis para saber si el valor de r2 es realmente distinto de cero.

Esto se hace, tradicionalmente, usando una estadística F que es una ligera modificación de r2. El resumen de esa prueba es el valor de una probabilidad, si esta es pequeña (usualmente pequeña quiere decir menor que 0.05) se dice que el modelo es adecuado.
Otra forma de análisis bivariado es la correlación y regresión de variables numéricas y discretas. El concepto de correlación y regresión se basa en el grado de relación que poseen dos variables numéricas entre si. 

El coeficiente de correlación permite predecir si entre dos variables existe o no una relación o dependencia matemática. 

Supongamos que queremos estudiar la correlación existente entre peso y altura de un grupo de personas tomadas al azar. Sometemos los datos recogidos de peso y altura al análisis de correlación y encontramos el coeficiente de correlación entre ambas, que se representa con la letra r. El r = 0.78. Esto significa que a mayor altura correspondería mayor peso. 

Los coeficientes de correlación r siempre oscilan entre valores de 1 y –1. El valor cero 0 significa que no existe correlación entre ambas variables. Un valor positivo indica que a incrementos en la variable A se producen incrementos proporcionales en B y un valor negativo indica lo contrario. 

Podemos graficar la correlación entre las dos variables a través de una gráfica de dos ejes (abscisas y ordenadas) cartesianos. 

En el siguiente gráfico observamos la correlación entre potencia de motor de un automóvil y consumo en Litros por cada 100 Km. El r = 0.87 (correlación positiva). (SPSS). Evidentemente a mayor potencia se observa mayor consumo de combustible. El valor de significación para ese r es de una p < 0.01. Esto quiere decir que la correlación entre potencia y consumo no es aleatoria. 

[image: image1051.png]Censumo (100Km)

EY

.

Patencia (V)

g




En el siguiente gráfico encontramos la relación existente entre peso del automóvil en kg. y aceleración 0 a 100 Km. / hora en segundos. El r = - 0.56 con una p < 0.05. Esto significa que existe una correlación negativa significativa, entre peso del auto y respuesta de la aceleración. Automóviles más pesados presentan una respuesta más tardía y viceversa. (SPSS) 
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Para interpretar el coeficiente de correlación, Colton a dado los siguientes lineamientos generales: 

· Valor de r de 0 a 0.25 implica que no existe correlación entre ambas variables. 

· Valor de r de 0.25 a 0.50 implica una correlación baja a moderada. 

· Valor de r de 0.50 a 0.75 implica correlación moderada a buena. 

· Valor de r de 0.75 o mayor, implica una muy buena a excelente correlación. 

· Estos rangos de valores se pueden extrapolar a correlaciones negativas también. 

Se debe tener cuidado al analizar la correlación entre dos variables, de que ambas varíen juntas permanentemente. Esto parece redundante, pero es importante. Por ejemplo, si correlacionamos edad y altura. La altura irá aumentando con la edad hasta un determinado punto en donde ya no aumentará más. 

COEFICIENTES DE CORRELACIÓN.

Un coeficiente de correlación expresa el grado de relación entre variables. Su valor o magnitud fluctua de +1 (perfecta correlación positiva) a -1 (Perfecta correlación negativa). Si X e Y denotan las dos variables que se consideran, un diagrama de dispersión muestra la localización de los puntos (X,Y) en un sistema de coordenadas rectangulares. Si todos los puntos en este diagrama de dispersión parecen encontrarse cerca de una recta, como en (a) y (b) la correlación se dice lineal. Si Y tiende a incrementarse cuando se incrementa X, como en (a) la correlación se dice positiva o correlación directa. Si Y tiende a disminuir cuando se incrementa X, como en (b) la correlación se dice negativa o correlación inversa.

Si todos los puntos parecen estar cerca de una curva, la correlación se dice no lineal y una ecuación no lineal es la apropiada para la regresión o estimación, una correlación no lineal puede ser a veces positiva o negativa. Si no hay ninguna relación entre las variables (c) se dice que no hay correlación entre ellas, es decir no estan correlacionadas.
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Asi por ejemplo, la correlación que existe entre inteligencia y rendimiento es positiva, dado a que los alumnos más inteligentes tienden a obtener altos rendimientos académicos. 

Es importante recordar que mientras mas fuerte sea la correlación entre dos variables mayor el poder predictivo existente entre ellas. El término "correlación", se utiliza cuando las variables involucradas en la relación son de tipo interval(proporcional), es decir cuantitativas en sentido estricto, pero además la "correlación", busca mediante la medida de co-variación de variables, predecir a prtir del conocimiento de una de ellas el comportamiento de la otra variable. Ver Anexo, Tabla de Interpretación de Coeficientes.

El que una correlación sea estadísticamente significativa quiere decir que conocemos la probabilidad de error cuando sabemos que X e Y correlacionan. Es decir, conocemos el márgen de error en el sentido de que la relación entre X e Y se deba simplemente a una casualidad o al azar y no a factores causales estructurales que asocian a las variables.

Cuando decimos que hay una correlación estadísticamente significativa entre las expectativas que el maestro se hace sobre el rendimiento del estudiante y el rendimiento que este efectivamente logra(por ejemplo r=0.68) las implicaciones educativas que se derivan son importantes. El significado o valor pedagógico relevante de este dato comienza por reconocer que: si el profesor tiene un nivel de expectativas mas bien bajo sobre lo que su grupo escolar puede lograr en su aprendizaje, los resultados del proceso de enseñanza-aprendizaje tenderan a mostrar resultados bajos.

Para seleccionar adecuadamente el coeficiente de correlación a calcular, es preciso considerar la escala en la que se ha medido cada variable.

La siguiente tabla es una guía para seleccionar el coeficiente apropiado, segun las variables que intervienen.

Para ver el gráfico seleccione la opción ¨Bajar trabajo¨ del menú superior
  

La selección del coeficiente se puede hacer formulando las siguientes preguntas:

1. Son las dos variables de tipo categórico?. Si la respuesta es afirmativa pero hay mas de dos categorías en la expresión de cada variable, no se puede calcular coeficiente de correlación. Se aplica Chi-cuadrado. Si las variables son ambas categóricas y dicotómicas, se aplica el coeficiente O (Phi). Si una es dicotómica y la otra es ordinal se aplica correlación biserial por rangos. Si una es dicotómica y la otra está medida en una escala de intervalo se aplica la correlación punto biserial

2. Son las variables ordinales? si la respuesta es afirmativa, corresponde aplicar la correlación por rangos de Spearman. Si una variable es ordinal y la otra dicotómica, se aplica correlación biserial por rangos. Si una es ordinal y la otra intervalar, se aplica correlación por rangos de Spearman.

3. Se encuentran las dos variables medidas en una escala de intervalo?. Si tal es el caso se aplica el coeficiente de correlación de Pearson. Si una variable es de intervalo y la otra ordinal se aplica correlación por rangos de Spearman

Ejercicios.

Para los siguientes pares de variables escoja el tipo de coeficiente de correlación que usaría:

a) El sexo de las personas vs si son religiosas o no lo son

b) El estado civil soltero o casado vs su estrato socio-económico

c) El coeficiente intelectual vs rendimiento académico calificado en notas de 1 a 10

d) El coeficiente intelectual vs interes por el conocimiento evaluado con B,A,R,D

http://www.monografias.com/trabajos16/manual-estadistica/manual-estadistica.shtml
5.6.1 Coeficiente de determinación de la muestra.

5.6.2 Coeficiente de correlación de la muestra.

Coeficiente de correlación
Una vez observado que en una variable bidimensional existe una cierta dependencia entre las dos características o variables que la forman (nube de puntos y covarianza), podemos precisar el grado de dicha dependencia. 

- Si los puntos de la nube estuvieran todos sobre la recta de regresión se diría que existe una dependencia funcional. De su estudio se encargan las funciones.

- Si los puntos no están todos sobre la recta de regresión se dice que entre las variables hay una cierta correlación lineal. Este es el caso que nos ocupa. Para cuantificar el grado de dicha correlación se usa el:

Coeficiente de correlación de Pearson. Si le llamamos r, su valor es: [image: image1054.png]



Puede observarse que el signo del coeficiente de correlación es el mismo que el de la covarianza y puede deducirse que el valor del mismo esta comprendico entre -1 y 1.

En la escena siguiente se puede observar la escena del ejercicio 4, donde se ha añadido el valor del coeficiente de correlación.

Se pueden deducir las siguientes conclusiones relativas al coeficiente de correlación (r):

- Su signo es el mismo de la covarianza, luego si r es positivo la dependencia es directa y si es negativo inversa.

- Si r se acerca a -1 o a +1, la dependencia es fuerte y por tanto las predicciones que se realicen a partir de la recta de regresión serán bastante fiables.

- Si r se acerca a 0 la dependencia es débil y por tanto las predicciones que se realicen a partir de la recta de regresión serán poco fiables.

 

Ejercicio 5.- Calcular el coeficiente de correlación para la variable talla - peso y deducir del valor del mismo el tipo de dependencia y la fiabilidad de las predicciones. (Sol: r = 0,90)

Correlación por rangos

Correlación por rangos

Hay varios modos de determinar la magnitud de un coeficiente de correlación. El más sencillo es el coeficiente de correlación por rangos, cuyo símbolo es p, (la letra griega rho).

El primer paso para obtener p es ordenar a los sujetos por sus rendimientos en cada uno de los tests analizados. Luego se comparan los rangos y de esta comparación se deriva el valor de p.

Si hubiese correlación positiva perfecta, no habrá diferencia entre los dos conjuntos de rangos.

En cambio si la correlación fuese algo menos que perfecta, las diferencias entre los rangos no sería 0, en modo alguno. Cuanto mayores sean las disparidades de los rangos, menor será la relación positiva entre los dos conjuntos de puntuaciones. Por lo tanto, la medida de las diferencias del rango proporciona, evidentemente un modo de medir el coeficiente de correlación. Cuanto mayor sea la medida, menor será la correlación positiva.

Siendo + 100 la correlación positiva mayor posible, para obtener el coeficiente de correlación restaremos de cien la media de las diferencias entre los rangos. Cuánto más elevada sea la media de las diferencias entre los rangos, menor será el coeficiente de correlación.

Fórmula: la cuantía de la correlación es I menos la media de las diferencias entre los rangos, o

P = I - sumatoria D2

___________ 

N

Fórmula derivada por lógica, que es de estructura muy semejante a la obtenida matemáticamente.

Por diversas razones matemáticas, la verdadera fórmula es:

P = I -6sumatoriad2

________________ 

N(N2 - I)

El mismo razonamiento sirve para la correlación negativa por rangos.

Coeficiente de correlación para datos nominales

Correlación de producto-momento 

El coeficiente de correlación más frecuentemente usado es el coeficiente de correlación producto-momento.

La fórmula es: r =sumatoria xy 

__________ 

Noxoy 

X e y son las desviaciones de las puntuaciones individuales de las medias del grupo, ox es la desviación standard de las puntuaciones en el test x y oy la desviación standard de las puntuaciones en el test y.

Por regla general, se prefiere el coeficiente de correlación por rangos cuando el número de casos es pequeño (15 ó 20) y cuando hay poca ligazón entre los rangos. En otros casos, el coeficiente de correlación de p-m resulta más conveniente.

Un error lógico que frecuentemente se comete en la interpretación del coeficiente de correlación es el argumento de causa y efecto. Se admite a menudo que si dos variables están muy correlacionadas, una es la causa de la otra. No obstante, la correlación elevada entre dos fenómenos indica simplemente que ambos son causados por un tercer factor y no que un fenómeno cause o influencie el otro. En estadística se usa, a menudo el coeficiente de correlación en problemas de los que se sabe que no hay relación causal entre los dos conjuntos de medida que se correlacionan.

Errores de medida

El error se debe a un instrumento de medida inexacto, a un método imperfecto de aplicar el instrumento, a nuestra manera inadecuada de leerlo o registrarlo o a cualquier otro factor.

En la ciencia, por depender en gran parte del raciocinio de las mediciones, se tiene mucho cuidado con los errores de medida y se ha aprendido mucho acerca de su naturaleza, origen y control. En los casos que se ha sido incapaz de eliminarlos, se han desarrollado técnicas que permiten estimar el grado de error. Sabiendo la magnitud del error se puede enunciar el grado de confianza en las conclusiones basadas en las medidas. El estudio de los errores de medida es uno de los básicos de la estadística.

Fiabilidad

No existe un instrumento de medida absolutamente perfecto. Hasta el instrumento de medida más simple, la regla, no está libre de error. Algunos instrumentos de medida nos dan errores mayores que otros.

La fiabilidad de un aparato de medida(incluido su método de aplicación) puede definirse como el grado en que medidas repetidas de la misma cantidad, con el mismo instrumento de medida, dan las mismas lecturas.
La fiabilidad medida por correlación: el coeficiente de correlación nos da un índice numérico que expresa el grado de fiabilidad de una prueba. Cuando se usa con este fin, el coeficiente de correlación recibe el nombre de coeficiente de fiabilidad.
Veracidad de las formas comparables: La mayoría de las pruebas psicológicas constan de gran número de elementos, problemas y preguntas. La correlación de las dos formas comparables nos daría la fiabilidad de una y otra forma.

El método de las formas comparables evita el problema de la memoria y quizás el de fastidio, pero deja intacto el del tiempo. Las dos formas se aplican en tiempos diferentes, y durante el intervalo pueden suceder muchas cosas que dificultan la interpretación de la correlación entre las dos formas comparables.

Fiabilidad compartida: la base del método de fiabilidad bipartida es idéntica a la del de formas comparables. Este método suele llamarse del “ coeficiente de pares-impares” y cuenta con dos ventajas: primera, las dos subpruebas(pares y nones) se hacen a la vez, en las mismas condiciones de motivación, idénticas condiciones de examen y con el mismo grado de atención. Segunda, por haber divido la prueba de pares-impares, hemos garantizado la comparabilidad de formas, no sólo en cuanto al contenido, sino también en cuanto al contenido, sino también en cuanto al modo de administración.

Estos y otros métodos pueden proporcionarnos una valiosa información sobre la utilidad de una prueba como instrumento de medida. Sin embargo, saber que una prueba es fiable no basta para permitirnos apreciar su valor como instrumento de medición Puede ser muy fiable y por el contrario, constituir un mal instrumento de medida, por carecer de validez.

Validez

Los términos de “fiabilidad” y “validez” se usan indistintamente en el lenguaje vulgar. No obstante, en la teoría de la medición, tienen un significado distinto. El estadístico preocupado por el problema de la fiabilidad e un instrumento con lo que mide. Cuando le interesa la cuestión de la validez, pregunta si el instrumento mide lo que él quiere medir. Un instrumento puede hacer medidas acordes(puede tener fiabilidad), pero acaso no mide lo que se quiere medir(acaso tiene poca validez). Pero a la mayoría de los tests que tratan de medir fenómenos más complejos no se les adscribe la validez con tanta facilidad. En primer lugar, la validez, lo mismo que la fiabilidad, no es asunto de todo nada. Una prueba tiene grados de validez. El grado de validez de las preguntas de clase sólo estaría influido por la comprensión por parte del alumno de los principios psicológicos. En este caso diríamos que las preguntas tienen validez perfecta como medida de la comprensión de principios psicológicos; pero, más probablemente, la puntuación en las preguntas es la resultante de la comprensión psicológica, más la aptitud memorista. La prueba tiene alguna validez para la comprensión psicológica y alguna otra para la capacidad memorista, pero no es una prueba “pura” de ninguna de las dos. Como en la fiabilidad, necesitamos algún medio para expresar el grado de validez de un instrumento de medida de un instrumento de medida y, de nuevo como en aquella, el coeficiente de correlación nos facilita ese medio.

La validez medida por correlación: Es evidente que una prueba es válida en el grado en que sus medidas se correlacionan con lo que mide. Cuando se usa de este modo el coeficiente de correlación se llama coeficiente de validez.
El principio general para determinar la validez de una prueba es bastante simple, correlacionamos sus puntuaciones con su criterio. La dificultad consiste en que, frecuentemente, no podemos hallar un criterio con el que compararlas. Por ejemplo se quiere medir la validez de una prueba de inteligencia. Se pude obtener las puntuaciones del test con mucha facilidad, pero qué servirá de criterio de “inteligencia” ¿Las calificaciones escolares? ¿El dinero ganado en la vida real? ¿La originalidad y creatividad? ¿La primacía en cuestiones sociales? Personas diferentes sugerirían distintos criterios y algunos de ellos plantearían, por sí mismos, problemas e medida.

Se han hecho muchos intentos de resolver el problema del criterio. Entre las técnicas más corrientes está el llamado método del “grupo conocido”.
Grupos conocidos y validez: No hay puntuaciones-criterio de originalidad y creatividad fácilmente disponibles.

Una prueba puede tener gran fiabilidad y poca validez, en el sentido que no mida lo que intentábamos que midiese. En cambio, una prueba de mucha validez no puede tener poca fiabilidad. Las pruebas poco fiables no pueden compararse consecuentemente con n conjunto de puntuaciones-criterio, porque sus medidas son, en gran parte, erróneas y por consiguiente deben tener poca validez.

5.6.3 Error estándar del coeficiente de regresión.

5.7 Problemas prácticos de ajuste de curvas.
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